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Resumo

A atividade de agrupamento de dados (obter uma particaoeguesente a estrutura de um con-
junto de objetos) € de vasta aplicabilidade e importancg@adias de hoje. Ferramentas de agru-
pamento de dados séao aplicadas em diversos dominios:gérteia artificial, reconhecimento de
padrdes, economia, ecologia, psiquiatria, marketingeenitros.

Algoritmos evolutivos séo ferramentas inspiradas na aetaievolucdo das espécies que sédo, em
geral, aplicados a problemas de otimizac&o. Tais algositsdo capazes de encontrar boas solucdes
(subdtimas) em tempo computacional razoavel e, por eséa rates sdo utilizados desde a década
de 60 como opc¢éao para a solucao de problemas complexos.

Quando considerado como um problema de otimizag&o condbiaza atividade de agrupamento
de dados tem espaco de busca de complexidade ndo polindraiadlomplexidade tem estimulado
o desenvolvimento de ferramentas de agrupamento de dabizsnato algoritmos evolutivos. Nesta
dissertacdo apresenta-se o novo Algoritmo Evolutivo Rapara Agrupamento de DadoBaét-
EAC), uma ferramenta capaz de estimar o niumero 6timo de grupasipadeterminado conjunto de
dados e a respectiva particdo dos dados utilizando a almrddg algoritmos evolutivos.

Além da proposta do novBast-EAC sdo contribuicdes desse trabalho a proposta de uma nova
metodologia de avaliagédo para algoritmos evolutivos agbs a agrupamento de dados e um novo
indice externo de avaliacado de particdeRamd Indexparcial por grupos.

Palavras-chave Agrupamento de Dados, Algoritmos Evolutivésmédias, Estimacéo automa-
tica de niumero de grupoRand Index



Vi




Abstract

Data Clustering (finding a data partition in order to repn¢sestructure of a data set) is nowadays
a statement of vast applicability and importance. Toolgyffmuping data are largely used in a great
variety of fields, such as artificial intelligence, patteetagnition, economy, ecology, psychiatry,
marketing and others.

Evolutionary algorithms are tools inspired by the theorgwlution of species generally used in
optimization problems. These algorithms are able to finddgamutions within a reasonable compu-
tational time and, for this reason, they have been used #nec60s as an alternative to the solution
of complex problems.

When considered as a combinatorial optimization problénstering has a non-polynomial com-
plexity search space and this complexity has been stinmgléttie development of tools for clustering
using evolutionary algorithms. This dissertation presehé new Fast Evolutionary Algorithm for
Clustering (Fast - EAC), a tool able to estimate the numbetusiters to a data set and its respective
partition using the approach of evolutionary algorithms.

Besides the proposal of the new Fast-EAC, this essay alswilmaties with a new evaluation
methodology to evolutionary algorithms applied to datsst#dung and a new partition evaluation
external index, the partial Rand Index for individual clrst

Keywords: Data Clustering, Evolutionary Algorithné;meansRand Index
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Capitulo 1

Introducao

A tarefa de agrupamento de dados envolve a organizacado denjunto de objetos em grupos
(categorias owlusterg formados com base em suas similaridades [Jain & Dubes).198®bje-
tivo da atividade de agrupamento de dados € formar grupasteazados por alta homogeneidade
intra-grupo e heterogeneidade inter-grupos, ou seja,@aeto deve ser parecido com os objetos do
grupo ao qual pertence e os objetos pertencentes a grupiosodisievem ser mais diferentes quanto
possivel.

A classificacdo de objetos similares em grupos é uma imgertatividade humana. De
forma corriqueira € possivel se deparar com agrupamentasais|acomuns a sociedade: grupos
de pessoas conhecidas e desconhecidas, grupos de pess@® doasculino e sexo feminino,
etc. Nas ciéncias, a categorizacdo em grupos sempre dedemppapel essencial. No século
XVIII, Linnaeus e Sauvages classificaram de forma extensiimais, plantas, minerais e doen-
cas [Kaufman & Rousseeuw, 1990]. Nos dias de hoje, diverghsagbes podem ser encontra-
das, como por exemplo em marketing. Em [Reinschmidt et@99]Lé sugerida a utilizacdo de
ferramentas de agrupamento de dados para segmentacaerdesck deteccao de fraudes. Apli-
cacoes industriais de agrupamento de dados podem ser mamem [Falkenauer, 1998]. Ou-
tras aplicacbes de agrupamento de dados abrangem areasastnmimomia, mineracdo de tex-
tos, mineracdo de dados, etc (para um visdo geral de apsal® agrupamento de dados veja
[Jain & Dubes, 1988, Everitt et al., 2001]).

A existéncia de aplicagdes bem sucedidas de algoritmosadgs na Teoria da Evolucéo das Es-
pécies (algoritmos evolutivos) [Back et al., 2000, Davi94, Mitchell, 1996] em atividades como
planejamento, simulacao, identificacdo, classificacam&@e, aliada a grande complexidade com-
putacional inerente a tarefa de agrupamento de dados, téivadwo desenvolvimento e aprimo-
ramento de versdes dedicadas desses algoritmos paraesatificamente o problema de agru-
pamento. As primeiras aplicacfes nesse sentido datam cio id década de 90 e desde en-
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2 Introducéo

tdo tem-se obtido resultados substancialmente releviraenauer, 1998, Hruschka et al., 2004b,
Naldi, 2006].

Nas sec¢Oes seguintes deste capitulo serdo apresentadipec®s fundamentais que tangem a
tarefa de agrupamento de dados e as ferramentas de algoetolativos, de forma independente.

1.1 Fundamentos de agrupamento de dados

Diversas técnicas ja foram desenvolvidas para tratar degmabde agrupamento de dados apoi-
ando-se em abordagens distintas, cada uma delas sendodegigda a um conjunto especifico de
problemas. Uma revisdo sobre os principais algoritmodentiss e as diversas formas de atacar o
problema € encontrada em [Jain et al., 1999, Xu & Wunsch, RB2seado nestes autores, € possivel
classificar uma ferramenta para agrupamento de dados da fesmmida como:

1. Particional ou hierarquica: ferramentas particionaisécem uma Unica particdo dos dados em
funcdo de um nimero especificade grupos, definido ou n&opriori. Um método hierarquico,
por sua vez, fornece um conjunto de partices onde cadgdmsubsequiente € descendente
da anterior, formando uma estrutura hierarquica aninhadatupamentos particionais.

2. Monotética ou politética: ferramentas monotéticaszatth um atributo por vez para o agrupa-
mento, enquanto ferramentas politéticas utilizam coajmeinte todos os atributos no processo
de agrupamento.

3. Deterministica ou estocastica: ferramentas detertitiasssdo procedimentos fechados, em
gue cada estado do processo de busca pode ser determinadestaelo anterior, enquanto
ferramentas estocasticas dependem de algum tipo de &eatbe, de forma que um estado
nao pode ser definido observando apenas o estado anterior.

4. Incremental ou ndo incremental: ferramentas increngeptalem trabalhar com subconjuntos
do conjunto de dados, enquanto ferramentas nao incremeageipam todo o conjunto de
uma vez. Ferramentas incrementais sao de particular ssteepara aplicagdes de mineracéo de
dados em que o conjunto de dados € geralmente muito granfiEzeneeessario o agrupamento
por amostras dos dados.

5. Grupos disjuntos ou sobrepostos: ferramentas de agartame dados que buscam por estru-
turas formadas por grupos disjuntos de dados sao caractasipela restricdo de que um objeto
pertenca exatamente a um grupo. Por sua vez, ferramentassgam por estruturas formadas
por grupos sobrepostos distinguem-se por contemplar, eesgpaco de estados, particbes com
objetos pertinentes a multiplos grupos.



1.1 Fundamentos de agrupamento de dados 3

No presente trabalho o problema de agrupamento de dadosdadbsob o paradigma de mé-
todos particionais, politéticos, estocasticos, ndo mergais e que buscam por particbes de dados
em subconjuntos disjuntos. Mais especificamente, a atieide agrupamento de dados seré tratada
como um problema de otimizac&o. Considerando uma fufigéapaz de avaliar a qualidade de uma
dada particdo de dados, sua otimizac¢ao resultard num raeikeato da qualidade da particéo.

1.1.1 Definicao do problema

Formalmente, o problema de agrupamento de dados pode seddesiob o ponto de vista par-
ticional, como a obtencao desubconjuntos (grupos ou categorias) de um conjunto de dadom
N objetosX = {Xi,Xy,..., Xy}, €m que cadx; € R* é um vetorp-dimensional. Os objetos
1={1,2,..., N} deverdo ser agrupados éngategorias nao vazias e disjun@s- { C;, C,, ..., C;}
tal que:

CiUCU...UC,=X; C;#0; CNCj=0 i#j

E esperado que a particBoobtida represente o conjunto de dadode forma tal que os objetos
pertencentes a dado grufe sejam mais similares entre si que dos objetos pertencergeteaais
gruposC;, i # j. A mensuragdo da similaridade entre os objetos € feita desfandireta por meio
do calculo das distancias segundo alguma medida adequada.

E possivel calcular o nimero de particbes distintas pdsséve um determinado conjunto de
dadosX com N objetos, quando se deve particiona-lo mrupos, por meio da seguinte expressao
[Jain & Dubes, 1988]:

SO = 1530 (<1 (1) @ (1.9

=1

A equacéo (1.1) sugere que o problema de agrupamento detdatespaco de busca de tamanho
ndo polinomial em relacdo ao tamanho da entrada (nUiete objetos e de grupd3. Ao conside-
rar que a otimizacao das particdes envolve a estimacao atibardet, o espaco de busca € ampliado
para}_¥, S(N,i), denotando que, mesmo para instancias pequenas do probtEogbes baseadas
na enumeracao e na avaliacao a partir de uma funcéo objetianlds as particbes possiveis torna-se
computacionalmente inviavel. Considerando por exempla instancia do problema coi = 19
e k = 4, obtém-se aproximadamernite x 10° partices possiveis. Essa dificuldade tem estimulado
a pesquisa por algoritmos eficientes de aproximagéao, miundo somente o uso de heuristiads
hocpara problemas especificos como também a utilizacdo de eweisticas [Rayward-Smith, 2005]
com aplicabilidade mais abrangente. Particularmenteri#ihgos evolutivos sdo metaheuristicas am-
plamente aceitas como efetivas para tratar problemas fitieidi sendo capazes de prover boas so-
lucdes (sub-6timas) em um tempo computacional razoavbefE& Smith, 2003]. Sob essa pers-
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pectiva, algoritmos evolutivos para agrupamento de daglossido propostos na literatura — veja
[Falkenauer, 1998] para um visao geral.

1.1.2 Medidas de similaridade

Muito do esforgo para produzir uma estrutura mais simplesrgpresente um conjunto de dados
complexo requer uma medida de “proximidade” ou “similadiefa Em geral, existe uma grande sub-
jetividade envolvida na escolha da medida de similarid&mnsideracdes importantes incluindo a
natureza das variaveis (discretas, continuas, bindéssgJas das medidas (nominal, ordinal, interva-
lar) e conhecimento de dominio sao, entre outras, inforesmgglevantes na escolha de uma medida
de similaridade adequada. Normalmente, na tarefa de agera de dados, a similaridade entre
dois objetos é calculada de forma indireta por meio de umadaei distancia.

A medida de distancia Euclidiana € uma das medidas maigadéds para a atividade de agru-
pamento de dados [Everitt et al., 2001]. Sua larga difuséiemamente ligada ao baixo custo
computacional a ela associado(p), e a sua simplicidade de interpretacao (i.e, a distandafis
entre dois objetog-dimensionais no espaco Euclidiano). Porém, essa medids@acia pode ser
inadequada dependendo do contexto, uma vez que cada@udnitibui igualmente para o calculo
[Johnson & Wichern, 1998] entre outros. Quando os atribtépsesentam medidas de diferentes
magnitudes considera-los de forma igual implicarda em quatrisutos de maior magnitude terdo
mais influéncia sobre o agrupamento do que os demais. Unaégs#r simples para evitar possi-
veis problemas com a magnitude dos atributos consiste enficaoné escala (normalizar) de forma
gue todos os atributos sejam definidos dentro do mesmo ahbdizveritt et al., 2001]. No entanto,
deve-se ter em mente que se diferencas nas escalas naorierentés as respectivas grandezas, mas
decorrentes de problemas amostrais na base de dados, diprest de normalizagéo pode inserir
distor¢des.

Além da medida de distancia Euclidiana, que sera adotada tmaisalho (utilizando a normaliza-
cao dos atributos) pelas razées ja discutidas, diversessauiedidas podem ser utilizadas para tentar
representar a estrutura dos dados mais adequadamenteb®a Td sdo apresentadas algumas das
principais medidas de dissimilaridade para atributosinaos.

De maneira sintética, as medidas apresentadas na tabgimdefn ser classificadas em dois
grandes grupos: o primeiro correspondente as medidas @eds propriamente ditas e o segundo
grupo correspondente as medidas de correlacéo.

A medida Euclidiana é a mais utilizada dentre as medidasdaseem distancia. Tanto a medida
Euclidiana ¢ = 2) quanto a medida de Manhattan £ 1) correspondem a casos particulares da
medida de Minkowski, sendo a medida Euclidiana a distanmtedentre dois objetos (hipotenusa do
triangulo formado quande = 2) e a distancia de Manhattan a soma das diferencas para cadtasum
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atributos (soma dos catetos do triangulo formado quand®). A medida de distancia de Canberra,
por sua vez, tem sua maior utilidade ligada a sua capacidattatdmento “natural” para objetos que
possuam atributos continuos e binarios [Everitt et al. 100

As medidas de correlacdo, como a correlacéo de Pearson arag@pangular (ou Medida do
Cosseno), sdo medidas de dissimilaridade derivadas deieoéds de correlacdo. No caso da medida
de separagdo angular, a distancia entre dois objetos édbaseaosseno do angulo entre os dois
vetores da origem até os objetos. A medida de correlacéo atsd®epossui interpretacao similar,
diferindo da anterior porque os vetores tém sua origem naand@dp dimensdes dos objetos.

A adoc¢do de uma medida baseada em distancias ou em um cdefaéerorrelacdo esta intima-
mente ligada a natureza dos dados. Por exemplo, a utilizEgéwedidas baseadas em distancia séo
mais adequadas quando os atributos estdo em diferentegunagre quando desprezar a magnitude
entre os objetos implica em ignorar informacéao relevante.

Tabela 1.1: Medidas de dissimilaridade para dados corginuo
Medida Formula
Distancia Euclidiana | d;; = (X7, (X — X;1)%)?
Distancia de Manhattan d;; = >/, [Xiq — X;i|
Distancia de Minkowsk| d;; = (X7, |xi — x;|")* (r > 1)
. 0 Vi1, X1 | X = X, =0
Distancia de Canberra | d;; = s ||)z<ll|;‘>§(]]ll\| WXt X | Xa £ 0V X0 £ 0
dij = (1 — i) /2
Correlagdo de Person | ¢;; = S0, (X — &) (X — 25.) /(X0 (X — T:.) S0y (X0 — 25))2
Z; = % Sor1 Xa
dij = (1 — ¢i)/2
Gij = Sy XaXjt/ (-1 Xit Sp—1 Xjt)

Separacédo Angular

(NI

1.1.3 Abordagens classicas de agrupamento de dados

A seguir apresenta-se uma visao geral das principais ajpemdgara agrupamento de dados.

Agrupamento Particional

Métodos de agrupamento de dados particionais buscam awgAstet grupos, com as seguin-
tes restrigoes:

» Cada grupo contém ao menos um objeto.

» Cada objeto pertence exatamente a um grupo (grupos disjunt
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Formalmentey,; € {0, 1} Vi, j, Zf;l uy; = 1Vj ezjyzl u;; > 0 Vi, ondeu;; € a pertinéncia do
j-€ésimo objeto a@-ésimo grupo.

Essas restricdes implicam que o nimero maximo de grigbs numero de objetog (< N).
Como o numero de grupos esta intimamente ligado a estruvgrdatios, ou seja, nem todos os valo-
res dek levam a particfes “naturais” dos dados, uma estratégiatiasam obter multiplas particbes
das possiveis abordagens quando o narhei® grupos néo € conhecidgriori. Nesse caso, reduz-
se o problema de agrupamento de dados a um problema de gfimjzeo qual o resultado esperado
€ 0 “melhor” dentre um conjunto de particées, a dependeritiEriornumeérico utilizado.

Agrupamento com sobreposicaodverlapping)

Em muitos casos o conjunto de dados nao tem sua estruturadfenda, o que impossibilita
representa-la adequadamente com uma particaagdepos disjuntos. Nestes casos, relaxar a restri-
¢céo de que cada objeto pertence exatamente a um grupo padaisexdequado, permitindo repre-
sentar o conjunto de forma mais coerente com sua estrutnigsieca. Na Figura 1.1 séo ilustrados
casos em que se faz adequado representar a estrutura dotoagudados utilizando particdes com
grupos disjuntos e particbes com grupos sobreposi@siapping. Na Figura 1.1(a) é apresentado
um conjunto de dados com quatro grupos de distribuicdo @aasgacilmente detectaveis por inspe-
céo visual, os quais séo bastante separados entre si. Na Eid(b) é apresentado um dos conjuntos
de dados apresentado em [Campello & Hruschka, 2006], em jppssével reconhecer, com inspecao
visual, nove grupos oriundos de distribuicdo Gaussianaeitsional. Nesse caso, porém, percebe-
se que a fronteira entre 0s grupos nao é bem delimitada. Deafagpresentacao gréfica sugere que
para alguns objetos ndo é possivel discriminar qual o sgognais pertinente.

Uma abordagem bastante difundida para representar pegrtiigddados com grupos sobrepostos,
como aqueles apresentados na Figura 1.1(b), € a utilizaggarticbesuzzy(nebulosas) dos dados.
Nesta abordagem, considera-se que cada objeto perterdmsatconjuntos com alguma pertinéncia
(possivelmente nula). Formalmente, particfigszydos dados usualmente obedecem as seguintes
restricdes [Bobrowski & Bezdek, 1991]:

0<w; <1 Vij
S =1 V) 1.2)
0< >N u; <N Vi

ondey;; € [0, 1], sendo:

* u;;. pertinéncia dg-ésimo objeto do conjunto aeésimo grupduzzy(fuzzy clustej.
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* N: numero de objetos do conjunto.
* k: nimero de grupos.

Por fim, como a estrutura dos dados néo € conhecéri e a escolha de uma abordagem ade-
guada para a representacdo do conjunto de dados é relaximeath estrutura, como exemplificado
anteriormente, até o que se sabe nao € possivel determteaipalamente qual devera ser a abor-
dagem adotada (particional @averlapping em um caso pratico quando nao se dispde de qualquer
informacé&o da natureza ou estrutura do conjunto de dados.

25 T T T T 7

sl | a4t
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atributo2
w
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. . . . . . . . . . .
0 05 1 15 2 25 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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(a) (b)

Figura 1.1: Dois conjuntos: (a) conjunto de dados com gripens definidos; (b) conjunto de dados
com grupos sobrepostos.

Agrupamento Hierarquico

Técnicas de agrupamento hierarquico de dados apreseattants como uma série de sucessi-
vas aglomeragfes quanto como uma seérie de sucessivasedidss objetos em grupos. Métodos
hierarquicos aglomerativos inicialmente dispdem cadatoljomo um grupo por si s&ifgletor
realizando entdo sucessivas aglomeracdes guiadas por edidande dissimilaridade (gerando uma
hierarquia de particdes) até resultar em um grupo que cotatdas 0s objetos. Métodos divisivos
partem de uma particdo com um unico grupo. A partir deste séaxlgs sucessivas divisbes com
base em uma medida de dissimilaridade, resultando em umeadue& de particdes. Na Figura 1.2
é ilustrado um agrupamento hierarquico para uma instameché & 30 objetos. Na base do dendro-
grama apresentam-se os trisiagletonse, nos niveis superiores, a estrutura do conjunto cada vez
mais condensada, até resultar em uma particdo com um Unipo.gbbserve na Figura 1.2 que, ao
considerar individualmente uma particdo resultante degéseca estrutura hierarquica com distancia
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(no eixo vertical) de 0,8, por exemplo, obtém-se uma partig#s dados com dois conjuntos: o pri-
meiro formado pelos objetd<20, 25, 24, 9, 27, 2,17, 21, 4, 22,16, 7, 28, 11, 8, 26,80 seguinte
formado pelos objetosl, 5, 12, 3, 14, 13, 23, 10, 15, 6, 19, 18} 29

081

0.7

0.6

1N

0.4r

Distancia

0.3F

0.2

202524 927 21721 42216 72811 82630 1 512 31413231015 6191829
Objeto

Figura 1.2: Dendrograma resultante de um algoritmo de agnepto hierarquico.

Algoritmos hierarquicos de agrupamento de dados séo da épiicacao [Jain & Dubes, 1988,
Johnson & Wichern, 1998], no entanto tais ferramentas tofs@ proibitivas para grandes instancias
de problemas, tais como aplicagdes de mineracédo de graaskes the dados, onde prefere-se a utili-
zacao de métodos particionais por esses serem em geral de coemplexidade de tempo e espaco
em comparacao aos métodos hierarquicos [Jain et al., 1999].

1.2 Fundamentos de algoritmos evolutivos

A teoria da Evolucao foi proposta por Charles Darwin e Alfregssel Wallace. Em 1859 Darwin
publicou “A Origem das Espécies”, em que apresenta a tearselb¢do natural [Lopes, 2003], na
gual os individuos melhor adaptados ao meio ambiente veadeta pela sobrevivéncia e conseguem
deixar mais descendentes. Darwin, entretanto, ndo coinsgigtingiiir as caracteristicas hereditarias
das nao hereditarias. Outro trabalho contemporaneo aormérDa do monge Gregor Johamn Men-
del, esclareceu o mecanismo pelo qual os caracteres samttigos entre as geracoes [Lopes, 2003].
Em seu trabalho com ervilhas, Mendel, inferiu que as caniatitas eram compostas por dois fatores
e que um individuo possuia um fator materno e outro paterioge ékses fatores sdo denominados
como genes. A unido das teorias de Mendel sobre genética @@y de Darwin originaram a
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teoria convencionada como neo-darwinismo. E importarteser que toda variagio observada
por Darwin nas espécies ndo se deve unicamente aos fatoketgcgs, o genotipo do individuo, mas
também ao ambiente. Sendo assim, o fenétipo, que representaiacdes visiveis, € a juncdo do
genatipo e da variagdo ambiental. A computacédo evolutivaréada computacao representada pelos
algoritmos inspirados no neodarwinismo. A idéia fundamletid computacdo evolutiva é aprovei-
tar a vocacao natural desta teoria para otimizacdo (de pofes de individuos) em aplicacdes a
problemas computacionais.

Especificamente em algoritmos evolutivos, uma populagaiesenta um conjunto finito de ta-
manhoT" de solugdes candidatas a determinado problema, senddnchdi@ug ou genotipopor
simplicidade, uma solucédo codificada utilizando deterohonalfabeto. Tal como os individuos na
teoria da Evolucao, cada solucdo candidata compete connzssiem um ambiente pela sua per-
petuacdo. Em algoritmos evolutivos uma funcao objetivantdda funcdo de adequabilidade ou
adaptabilidadefitnes$, desempenha o papel do ambiente. Quanto melhor a avatiegdm indivi-
duo pela funcéo de adequabilidade, mais adaptado ele é aerdend possui maior probabilidade de
sobreviver e gerar mais descendentes.

Trabalhos utilizando algoritmos evolutivos datam da déadel 60. Em [Holland, 1969] foram
propostos os algoritmos genéticos como um mecanismo da kfiseente. Em [Rechenberg, 1973]
e [Schwefel, 1977] foi proposta a utilizacdo de estratégiadutivas para problemas de otimizacao
envolvendo parametros reais. No trabalho [Fogel et al 6]1fa6 criado o conceito de programacao
evolutiva, que junto com as anteriormente citadas, forméaasa principal dos chamados algoritmos
evolutivos. Uma viséo historica sobre algoritmos evohgipode ser encontrada em [Mitchell, 1996,
Fogel, 1999, Back et al., 1997]

Embora existam diversas abordagens classificadas conrimlg®evolutivos, é possivel de uma
maneira geral apresentar a estrutura basica que cernepestke tferramenta: dada uma populagéao
de individuos, a presséao seletiva realiza a selecédo ndsatalevivéncia dos mais aptos), que por
sua vez causa o crescimento da adaptacdo geral da populagétermos computacionais, dada
uma funcdo de adequabilidade a ser otimizada e uma populacéd que pode ser gerada aleato-
riamente, avalia-se a populacéo inicial pela funcéo dewt®lidade. Com base na adequabilidade
dos individuos da populacéo, séo selecionados os indisigiu® serdo fonte para a proxima geracao.
Um operador de recombinacéo (reproducéo sexuadeossoverdo inglés) pode ser aplicado a dois
ou mais individuos resultando em um ou mais filhos. Um operddanutacdo pode ser aplicado
sobre um individuo resultando em um novo individuo com ¢argsticas genotipicas (e usualmente
fenotipicas) distintas daquelas do individuo originalis Teovos individuos, resultantes do processo
de recombinacdo e/ou mutacéo, irdo competir com seus pascpmpor a proxima geracdo. No
Algoritmo 1 apresenta-se um esquema sintético de um atgmet/olutivo.
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Algoritmo 1 Pseudo-cédigo de algoritmo evolutivo genérico.
1: [Melhor Genétipo] =Algoritmo Evolutivo ();

2: Inicie a populag¢éo com genétipos aleatorios;

3: Avalie cada gendtipo (solucéo candidata) segundo uma duhe@dequabilidade;
4: Enquanto Condicéo de parada néo é atingfdea

5. Selecione os pais;
6
7
8
9

Aplique os operadores evolutivos apropriados (recomBim@&gou mutagao);
Avalie 0s novos gendétipos;
Selecione os individuos para a proxima geracao;

. Fim enquanto

Pode-se considerar que, nos algoritmos evolutivos, atesc método de selecdo, do opera-
dor de recombinacdo e do operador de mutacdo, € uma quespdiojel®. Em [Back et al., 2000,
Fogel, 1999, Davis, 1996, Mitchell, 1996] encontram-sedivs exemplos destes operadores e suas
principais aplicacdes. A funcédo de adequabilidade, poveamaé uma questédo de projeto inerente ao
problema que se deseja otimizar.

Por sua natureza ndo deterministica (estocastica), dgseisraos sao de particular interesse em
aplicacbes em problemas de grande complexidade, uma veg hem conhecido que algoritmos
evolutivos sdo capazes de prover boas solucdes aproxiraadiasnpo factivel [Mitchell, 1996].

1.3 Organizacéo da dissertacao

A dissertacao esté organizada da seguinte forma. Nesgaloapirodutério foram apresentados
os conceitos fundamentais de agrupamento de dados e mgeevolutivos. Tais conceitos fornecem
a base necessaria para os pontos especificos abordaddsaieghe.

No Capitulo 2 serdo apresentados alguns dos principaisitalgs para agrupamento de dados
particional que utilizam o paradigma de computacdo ewa@utEste capitulo sera seccionado em
dois tépicos principais: os algoritmos que necessitam fiaig@&o prévia do nUmero de grupos na
particdo resultante do agrupamento; os algoritmos queagiazes de estimar o nimérale grupos
mais adequado para representar a estrutura do conjunt@rogtimizam a particdo dos dados. Tal
capitulo possibilitara uma visdo geral do estado da artaslelasses de algoritmos.

Um conjunto de cinco novos algoritmos sera apresentado pau@Ga3. A proposta desses al-
goritmos € uma iniciativa com o objetivo de melhorar o desarhp do algoritmdAC em termos
de tempo de processamento. Como sintese dos novos algodumoapresentam melhores resul-
tados nas analises experimentais em relacdBA(@ projeta-se um novo algoritmo evolutivo para
agrupamento de dados denomind@st-EAC. Esse algoritmo constitui o principal produto dessa
dissertacdo. Em termos gerais, todos os demais capituloalzardados fornecem base, contextuali-
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zacao ou ferramentas de avaliacéo para os algoritmos pospus Capitulo 3.

O Capitulo 4 abordara a avaliagdo empirica dos algoritmsesrelvidos no Capitulo 3. Séo
constituintes desse capitulo a descricdo da metodologaaaliacédo, uma breve descri¢cdo dos con-
juntos de dados, o sumario dos resultados dos experimest@seespectivas analises.

Conclusbes sobre os algoritmos e metodologias propossts tmabalho constam no Capitulo 5,
gue inclui as perspectivas de pesquisas decorrentes chséhD.
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Capitulo 2

Algoritmos evolutivos para agrupamento de
dados

Com o intuito de propiciar uma visdo geral sobre ferrametidsalgoritmos evolutivos aplicadas
a agrupamento de dados, serdo apresentadas algumas @divasicle pesquisa mais relevantes até
0 momento nesse contexto.

Diversas contribuicdes cientificas ja foram realizadd&atido algoritmos evolutivos aplicados
ao problema de agrupamento de dados. De forma geral, essaagbns podem ser classifica-
das como algoritmos com numekode grupos fixo e algoritmos com determinacdo automatica do
namerok de grupos. Apesar de muitos trabalhos relevantes teremdsidcionados para solu-
céo do problema de agrupamento de dados, uma das atividaiesniticas, a estimacdo do nu-
mero correto de grupos, ainda nao foi devidamente explor#déteratura € em certo grau ca-
rente de bons algoritmos capazes de resolver o problemamecéy em um tempo razoavel uma
particdo que represente a estrutura dos dados quando nathécim o numero correto de gru-
pos. Dentre alguns trabalhos mais relevantes direciorsdokicio deste problema pode-se destacar
[Bandyopadhyay & Maulik, 2002, Liu et al., 2004, Casillaskt 2003, Hruschka & Ebecken, 2003,
Hruschka et al., 2004b, Hruschka et al., 2004c, Hruschkl, &0Q06].

2.1 Algoritmos evolutivos aplicados ao problema de agrupa-
mento para namero de gruposk fixo

Em [Lucasius et al., 1993] foi proposto um algoritmo gereegiara solucdo do problema de agru-
pamento de dados ekgrupos utilizando objetos do conjunto de dados como reptases dos gru-
pos (meddides), codificando cada gendtipo como um vetbr(debitrado) posicdes correspondentes

13
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ao indice de cada um dos objetos eleitos como meddide dosgyrépfuncéo de adequabilidade
adotada foi a inversa da soma das distancias entre os objetssneddides dos seus respectivos
grupos. A roleta [Fogel, 1999] foi adotada como operadoetezdo. Como operador de recombina-
cao, utilizou-se o método chamado recombinacéo de subosjmisturados (do inglésix subset
recombinatiof), que consiste na selegdo de um genétipo flhhocomo uma amostra de tamanho
k retirada a partir do conjuntpG, U G2} formado pela unido dos paB, e G, de forma tal que
cada gengy,; do gendtipds; € selecionado aleatoriamente e sem reposigéo do cor{i(BitU G]%} .

O operador de mutacao utilizado, chamado mutacéo por tdma@lésFlip Mutation), substitui

o valor de cada gene, com dada probabilidade, pelo indicaitle objeto do conjunto de dados.
Adicionalmente, o gendtipo filho também esta sujeito a néidap processo de recombinagao.

Em [Estivill-Castro, 1997] foi proposto um algoritmo geigétpara agrupamento de dados sob
0s mesmos modelos de representacdo genotipica, selecamgimygue os adotados no trabalho
[Lucasius et al., 1993]. Dois novos operadores de recomamforam definidosiz? (Recombinacéo
Aleatoria Respeitavel - do ingl&andom Respectful RecombinajielR AR, (Recombinacéo Alea-
toria Classificativa - do ingl@andom Assorting Recombinatjoado os pai@}o e G]%, 0 operador
de recombinaca®?® consiste em repetir todos os genes do conjunto formaderOG]% e selecionar
aleatoriamenté — |G, N G2| genes do conjuntG, U G> — G, N G, formando assim um descen-
dente; noRAR,, um filho G, é formado iterativamente, de forma tal que sorteia-se uor ya, se
0 < limiar, entdo um gene é escolhido aleatoriamentéblew Gf, — Gy, caso contrario, um gene €
escolhido d&5) UG, — [(G,NG2)UGy]. Séo realizadok sorteios até completar o filho. O método de
selecéo utilizado é a roleta, e definiu-se também um opedsdorutacdo com probabilidade muito
baixa que substitui um medoide por um outro objeto do mesmunaogr

Em [Sheng & Liu, 2004] foi definido um algoritmo genético pargroblema de agrupamento
de dados sob os mesmo moldes do trabalho [Lucasius et aB], 188izando sele¢édo por torneio
[Davis, 1996] e um algoritmo de busca local que consiste afiaaa substituicdo, para cada grupo,
de todos os seus objetos como meddide, selecionando comiidesgas objetos que atingem o
melhor valor para a fungéo de adequabilidade.

Em [Franti et al., 1997] tratou-se o problema como a detaagdia dos centrdides dos conjun-
tos, otimizando a funcdo da inversa da soma das distandi&saenobjetos e 0s centrdides dos seus
respectivos grupos. Utilizou-se como representacdo détigenuma matriz reap x k, sendop as
dimensdes dos objetos do conjuntoX de dados; = {1,..., N}, ek o niumero de grupos, cada
coluna da matriz representando portanto a posicao do t@mtté cada um dos grupos no esp&eéo
Diversas estratégias de selecéo foram testadas pelossetapontaram para a selecdo determinis-
tica (u + A\) [Back et al., 2000] como uma boa op¢do em alternativa a &elpor roleta. Diversos
operadores de recombinacdo também foram avaliados. Masiisamente, foram avaliados cinco
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operadores de recombinacao, sendo um nédo sensivel aotoamtexdemais quatro sensiveis a con-
texto. Os resultados dos experimentos indicaram que opemadensiveis ao contexto sdo mais
adequados ao problema de agrupamento de dados. Adiciartelnf@ utilizado o algoritmo das
k-médias [Everitt et al., 2001] como busca local.

Em [Maulik & Bandyopadhyay, 2000] foi proposto um algoritgenético que trata o problema
de agrupamento de dados de forma similar ao trabalho [Fe#ali, 1997] quando consideradas a
funcdo de adequabilidade e a representacdo genotipieggmtifando-se do anterior principalmente
pelos operadores de recombinacdo e mutacdo: como operdmanbinacéo foi utilizada a recom-
binacdo de um ponto; como operador de mutacao € adicionagegueno ruido aos genes em um
dado intervalo.

No trabalho [Kivijarvi et al., 2003] foi proposto um algarib genético com auto-adaptacao dos
pardmetros. O gendtipo foi representado por uma tupta(w;, v, ¥1, ), sendo:w; a codificagéo
de cada possivel solucdo como uma estrutura composta poratiiz mx k£ com as informacoes
dos centroides (ondeé o numero de atributos/eo nimero de grupos) e um vetor deposicdes
com a informacédo do grupo ao qual cada objeto pertence, oitdsima posicdo armazena o rotulo
do grupo ao qual pertenceigésimo objeto;y; representa o método de recombinacao utilizago;
a probabilidade dey sofrer mutacdo e; armazena o modulo do ruido maximo de mutacéo para
w;. Os métodos de recombinacéo utilizados sao os descritds@mti et al., 1997]. O método de
mutacéo é dividido em duas etapas: a primeira consiste rsitslitio de cada centréide da solucao
por um objeto do conjunto de dados com probabilidade a segunda etapa consiste em adicionar
um ruido (vetor aleatorio) para cada centréide. A cada §erag valores de parametros, ¢, ;)
de um filho sdo decorrentes do cruzamento dos pais. No enamarametros também estao su-
jeitos a sofrerem mutacdo com uma dada probabilidade adbitrPara;, a mutacéo corresponde a
selecionar aleatoriamente, com distribuicdo uniforme dasimétodos de recombinacdo. Para
v, @ mutacao consiste em sortear novos valores com distrdb@edissiana restritos &}, ¥maz]
€ [Vmin,» Vmaz), r€Spectivamente. Apés cada aplicagdo do ruido o genptpsa por um ajuste fino
aplicando algumas iteracdes do algoritmo kasedias. Foram avaliadas duas estratégias de selegéo:
aroleta e a estratégia de selecao deterministieaX), ondeu pais serdo cruzados entre si gerando
A = (u* — p)/2 filhos.

Foi proposto em [Krishna & Murty, 1999] um algoritmo genétmara otimizar os centroides ini-
ciais para o algoritmo daks-médias [Everitt et al., 2001], corh definidoa priori. Os gendtipos
foram codificados como um vetor de inteiros/deosi¢cdes, sendoiaésima posi¢ao correspondente
ao grupo ao qual pertence-@simo objeto na base de dados. Como método de selecadif@ddia
roleta, como funcéo de adequabilidade utilizou-se a iavdessoma das distancias Euclidiana entre
todos os objetos e o centréide de seus respectivos grupigeoposto um operador de mutacéo que
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tem maior probabilidade de mutar genes que estejam maisgnpréxao centréide de outro grupo.
Adicionalmente, ao final de cada geracéo, é aplicada unséerdo algoritmo dalsmédias, sendo

gue, quando este resulta em gendtipos invalidos (partigdesmenos deé: grupos), sao criados
subconjuntos unitariosingleton$ aleatoriamente até atingir o numero pré-definido de grupos

Nos trabalhos [Luetal.,,2004a] e [Luetal., 2004b] s&do apreslas extensdes a
[Krishna & Murty, 1999], tratando da sensibilidade do aljop ao gerar gendétipos invalidos
e utilizando operadores genéticos sensiveis ao contextgrdpamento de dados.

De forma geral, os algoritmos discutidos anteriormente $&mrelevancia principal nos diver-
sos operadores sensiveis ao contexto projetados. Em tderfaacdo de adequabilidade, a maioria
deles utilizam fungBes baseadas na inversa da soma dascdisténtre os objetos e os protétipos,
sendo os prototipos pertinentes a centroides ou medoidpendendo da definicdo. Os algoritmos
gue otimizam medoides [Lucasius et al., 1993, Estivill#Ead 997, Sheng & Liu, 2004] podem re-
presentar iniciativas bastante promissoras, uma vez goetahos classicos baseados em medoides
sdo em geral de custo quadratico [Kaufman & Rousseeuw, 1990]

2.2 Algoritmos evolutivos aplicados ao problema de agrupa-
mento de dados com estimacdo automatica do numero de
gruposk

Em [Casillas et al., 2003] foi definido um algoritmo genétaee trata o problema de agrupa-
mento de dados como um grafo ca¥nos, sendo todos interligados entre si por arestas de peso
igual a distancia Euclidiana entre os objetos os quais osapyesentam. Neste trabalho, busca-se
calcular a arvore geradora minima para o grafo e realizamr@pagento retirando arestas da ar-
vore, tal que, para se obter uma particackdgrupos, basta retirar — 1 arestas. A representacéo
genotipica adotada foi um vetor binario de— 1 posi¢cdes, sendo queigsima posi¢cao do vetor
corresponde a existéncia da aresta entre o n6 (ohijeto)né: + 1, de forma tal que o valarm*‘1’
no vetor corresponde a inexisténcia de conexdo entre os adsler zero‘'0’ corresponde a exis-
téncia de uma aresta ligando os dois nés. Como funcédo deaulkdade foi utilizado o Critério da
Taxa de Variancia [Casillas et al., 2003] (do ingi&siance Ratio Criterioljdefinida como a razao
entre a dissimilaridade média dos objetos entre grupo® solissimilaridade média dos objetos e
o centroide de seu respectivo grupo. Como método de selec@tilizada a roleta. O operador
de recombinacao uniforme [Fogel, 1999] foi adotado. O apmrde mutacdo adotado, com baixa
probabilidade de mutacéo, substitui uma posi¢cao do gemptipzeroou um

Foi proposto em [Liu et al., 2004] um algoritmo genético laakena técnica de agrupamento do
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vizinho mais proximo. A geracgdao inicial € obtida a partir dé-processamento da base de dados,
aplicando o método do vizinho mais préximo, de custav?). Neste método, cada grupo é carac-
terizado pelos seus objetos serem vizinhos mais proximasaedistancia entre um objeto e o seu
vizinho mais proximo nao superar um dado limiar. Gera-se panacao inicial dev grupos. O papel

do algoritmo genético nesse trabalho consiste em seleciogaupos do conjunto de grupos, de
forma que os grupos selecionados representam a particatados e os néo selecionados sao con-
siderados ruido, o que no contexto de deteccdo de intrusos (laquele trabalho) indica intrusos
na rede. Cada genotipo é representado como um vetor biréitemthnha, onde cada posicéo do
vetor corresponde a selecdo de um grupo. O método de seteéd¢iséado no algoritmo da témpera
simulada (do inglésimulated annealing onde cada gendtipo com funcao de adequabilidade acima
de um dado limiar € sempre escolhido e os demais sé&o ou ndbides@m funcéo de alguma proba-
bilidade P, decrescente em razao do niumero de geragfes. Os operaglogesmbinacdo e mutacao
definidos foram respectivamente a recombinagcdo de um pam&seolha aleatoria de uma posicéo
do vetor cujo valor sera substituido pmroou um, dependendo do valor anterior. Como fungéo ob-
jetivo foi utilizada uma razéo entre a média das distanoigs-grupos sobre a média das distancias
intra-grupo. Este trabalho foi desenvolvido para aplioag@ deteccao de intrusos em uma rede e,
por esse problema possuir caracteristicas bastante gres,lihdo é facilmente aplicavel a problemas
gue nao sigam a mesma caracteristica de distribuicdo dmsbje

Em [Bandyopadhyay & Maulik, 2002] foi proposto um algoritm@enético que otimiza o indice
de Davies-Boldin [Davies & Bouldin, 1979]. Nesse algoritmoepresentacao do genoétipo corres-
ponde a um vetor de tamanhg,,,, em quek,,.. indica o nimero maximo de grupos. Cada posicéo
do vetor corresponde as coordenadas do centrdide do grup a gosicéo representa. Posicfes sem
grupos definidos usam um simbolo especial para indicar @eiasde grupo naquela dada posi¢ao do
vetor. Como operador de recombinacdao foi utilizada a reaoagho de um ponto e como operador
de mutagéo é adicionado um numero aleatério com distribwigiorme.

[Cowgill et al., 1998] propuseram um algoritmo genético are s gendtipos foram codificados
como um vetor de inteiros d¥ posi¢des, sendoiaesima posi¢cao correspondente ao grupo ao qual
pertence a-€simo objeto na base de dados. Como fungédo de adequasilidiadtilizada o Cri-
tério da Taxa de Variancia [Casillas et al., 2003]. Como ahetde selecéo foi utilizado BRanking
[Fogel, 1999] e como operador de recombinacéo foi utilizadacombinacdo de um ponto. Como
mutacéo é escolhido probabilisticamente um gene e seu sathstituido por um namero aleatorio.
Ao final das geracdes € aplicado o algoritmo kdasédias a fim de prover uma solucdo mais refinada.

Em [Hruschka & Ebecken, 2003] foi desenvolvidoG& A (Clustering Genetic Algorithjinum
algoritmo genético para solugéo do problema de agrupanderdados. As solugbes foram codifica-
das nos gendtipos como um vetor de inteiros de tamanhko1, onde oi-ésimo elemento do vetor
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corresponde ao grupo ao qual pertenéeésimo objeto do conjunto de dados e a posi§ae 1 cor-
responde ao numero total de grupos da solucdo. A funcéo deabiédade utilizada foi a Silhueta
[Kaufman & Rousseeuw, 1990]. O operador de selecao € a roleliismo. O operador de recom-
binacao utilizado, sensivel ao contexto, sorteigrupos de um dos paiéall,, onde(1 < m < ki)

e ki1 € 0 numero total de grupos (ﬁ}z}? € copia esses grupos para o outro @l Os grupos que
nao forem afetados d:éf, serdo mantidos e os que forem afetados terdo seus elemeagospados
para 0s grupos mais proximos (entre os nao afetados e oslosiaio pa'GIl,). Foram definidos dois
operadores de mutacao. O primeiro elimina um dos grupoat@aamente) do gendtipo e redistribui
seus elementos para os demais grupos; o segundo dividereleante um grupo em dois. O custo
computacional do algoritmo é superiormente limitado petesfio de adequabilidade corigN?).

Em [Hruschka et al., 2004b] [Hruschka et al., 2004c] [Hrkscht al., 2006] foram apresentadas
extensdes ao trabalho @GA simplificando a funcéo objetivo @(N), que € a componente mais
dispendiosa do algoritmo, e empregando o algoritmd:elagdias como operador de busca local. Em
[Hruschka et al., 2004c, Hruschka et al., 2006] os autorepyseram operadores de mutacao mais
atuantes (agressivos) e retiram o operador de recombinagémmponente do algoritmo genético
mais pesado computacionalmente, gerando assim o algoctismado Algoritmo Evolutivo para
Agrupamento de Dado&AQ).

O algoritmoEAC representa um bom compromisso entre simplicidade de megeesio e imple-
mentacdo, ordem computacional e eficacia dos operadoresisis ao contexto), e sera discutido
em detalhes no Capitulo3.

2.3 Resumo

Neste capitulo apresentou-se algumas das principaisadend evolutivas aplicadas a agrupa-
mento de dados. Embora existam diversas ferramentas asl{z@ta esse fim, poucas delas séo
capazes de otimizar automaticamente o nimero de grupotel@ssas, @AC é uma ferramenta de
particular importancia tanto por sua simplicidade quarta eficiéncia. Tal algoritmo sera descrito
mais detalhadamente na sec¢éo 3.1 por se tratar da base pdgaritenos que serdo propostos nesta
dissertacéao.



Capitulo 3

Algoritmo evolutivo rapido para
agrupamento de dadod-ast- EAC

Um novo algoritmo denominado Algoritmo Evolutivo RapidogaAgrupamento de DadoB4st-
EAC) serd introduzido neste capitulo. Tal ferramenta € umanséitedo algoritmd&AC proposto
originalmente em [Hruschka et al., 2004c], empregandorsagesmodificacbes nesse algoritmo no
intuito de melhorar seu desempenho em termos de eficiéneiputacional. Nesse contexto, cinco
novos operadores evolutivos sao incorporaddsSAG resultando em cinco novos algoritmos evoluti-
vos para agrupamento de dados. Desses operadores, agigetesigtituirem melhorias significativas
em relacdo a@&AC original serdo incorporados ao novo Algoritmo EvolutivaoRid para Agrupa-
mento de Dadogast-EAQ.

3.1 Algoritmo EAC

O EAC é baseado em um esquema de codificacdo bastante simplesexpiéca-lo, considere
um genotipds; constituido por um vetor d& inteiros que codifica uma particdo de um conjunto de
dados comV objetos. Cada posi¢ao do vetor corresponde a um objetorrde fiue a-ésima posicéo
do vetor armazena o rétulo do grupo ao qual pertené&€simo objeto. Conseqlientemente, cada
componente do genotipo possuird um valor de rotulo de grup. . ., k). Na Figura 3.1 é ilustrado
0 esquema de codificagdo assumindo um conjunto de dadosidordez objetos particionados em
trés grupos ¥ = 10 e £ = 3). As posi¢les correspondentes dos objetos em relacdo @ atele
aparecimento na base de dados seguem abaixo do genotipe. didss, quatro objetos (1, 2, 7, 8)
formam o grupo rotulado com ‘3’. O grupo rotulado com ‘1’ érf@do por trés objetos (4, 6, 9) e
assim por diante.

Operadores genéticos tradicionais geralmente ndo sdoadiegjpara problemas de agrupamento
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de dados por diversas razfes, conforme discutido em [Falieen1998]. No contexto da represen-
tacdo anterior, um primeiro problema em aplicar operadwmagekicionais € que o esquema de codi-
ficacdo empregado € inerentemente redundante. Em dedarténnao se aplicar qualquer tipo de
restricdo acerca da ordem de apresentacéo dos rotulos jgtssplnim mesmo grupo pode ser codi-
ficado de forma diferente bastando que seus objetos tenhaasmarotulo, ndo importando qual
ele seja. Especificamente, a codificacdo adotadap®&d ilustrada na Figura 3.1, tem redundan-
cia na ordem dé&!. Por exemplo, uma dada particdo Ne= 6 objetos ek = 3 grupos codificada
por um gendtipds; pode ser codificada por outros cinco genoétipos represemtantesma solucéo,
conforme apresentado na Figura 3.2: Desta forma, ao acks#artpo de codificagao, tem-se que o
espaco de busca € ampliado em proporcélo eemprometendo possivelmente a eficiéncia computa-
cional do algoritmo evolutivo. Devido a essa redundangaradores de recombinagéo tradicionais
podem apresentar um efeito indesejavel ao manipular doistiges pais que representem particées
idénticas, codificadas de formas diferentes. Especificeanéresperado que ao combinar dois pais
idénticos com um operador de recombinacéo obtenha-se flBoscos aos pais. Essa propriedade
nao é observada nesta codificacdo. No exemplo a seguir osppe®, e G; que codificam a mesma
particdo sao submetidos ao operador de recombinacéo denim pla Figura 3.3 observa-se que 0s
genotipos descendent€s’ e G;” codificam outras partices cotn= 2 grupos, mas ate particoes
com numero distinto de grupos poderiam ser obtidas.

Uma alternativa para evitar esse problema € aplicar alggoriaho de renumeracéo nos geno-
tipos. Desta forma evita-se que genotipos distintos reptesn uma mesma particdo dos objetos.
Mesmo sendo possivel superar essa limitacdo imposta pdifecagdo adotada, operadores tradicio-
nais geralmente manipulam os objetos somente pelo rotdewdegrupos, sem levar em consideracao
suas conexdes com outros grupos. Certamente, as intefa@mentre as posi¢coes do vetor (dado pe-
los rétulos dos grupos) constituem o objetivo genuino deinicdo em problemas de agrupamento
de dados. Por essa razdo, o desenvolvimento de operadoheatives especialmente projetados para
tarefas de agrupamento de dados tem sido investigado (valieepauer, 1998]). Nesse contexto,
pode-se destacar os operadores do algorid@é [Hruschka & Ebecken, 2003], j4 mencionado na
secao 2.2. Os operadores de mutacao desse algoritmo genstitbase dos operadores do algoritmo
EAC, descritos a seguir.

[(3]3[2[1]2[1]3[3]1]2]
12345678 9 10

Figura 3.1: Esquema de codificacaoEaC.
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3.1.1 Operadores de mutagao

Dois operadores de mutacdo sdo usaddsA¥G O primeiro operador sé pode ser aplicado sobre
genatipos que codificam mais do que dois grupos. Ele elimimaw mais grupos, selecionado-0s
aleatoriamente e alocando seus objetos nos grupos restaaiteproximos (de acordo com a posicao
de seus respectivos centroides). Na Figura 3.4 é ilustrddieaionamento do operador de mutacao
OM;. Na representacédo do conjunto de dados na Figura 3.4 os®bggtresentados como “circulo”
correspondem aos objetos de grupo de rotulo ‘1’, os objefmesentados com “losango” correspon-
dem aos objetos de grupo de rotulo ‘2’ e os objetos repredestmomo “estrela” correspondem aos
objetos de grupo de rétulo ‘3’, sendo a fronteira dos grupEmeada pelas linhas tracejadas e os
centréides dos grupos representados por “x”. O Algoritmod® o pseudo-cédigo deste operador
de mutacéo.

Algoritmo 2 Pseudo-cédigo do operador de mutacéo,OM
1: [Gy41] = operador de mutagdo OM (X, G,);
//SejaG; um dado gendtipo que represerta grupos na geracad/
2: Sekqg > 2 Entao
3: Gere aleatoriamente um numenoc { 1, ..., kg —2} ; //[pelo menos 2 grupos irdo permanecer
emG,//

4. Parai=(1,...,m)faga
5: Escolha aleatoriamente um grugdscodificado ents,;
6: Coloque os objetos pertencenteS anos grupos mais proximds; € G,, j # s, de acordo

com as distancias entre os objetos e 0s respectivos cerdyoid
7. Fim para
8: Senao
9: G, nao sofrera mutacao
10: Fim se

Para ilustrar o funcionamento do operador de mutacag, ©dhsidera-se o genotifia na Figura
3.4(a). Tal gendtipo codifica uma particdo Ne= 10 objetos emk = 3 grupos. Neste genotipo é
selecionado um grupo para sofrer mutagao; especificamegtapo cujos objetos sao rotulados por

G,: 112233
G, 113322
G 331122
G, 223311
Gs: 332211
Gg: 221133

Figura 3.2: 6 gendtipos representando a mesma particialds.da
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G;: 112233
G;: 331122
Aplicando o operador de recombinacdo de um ponto
|
G, 111122
G," 332233

Figura 3.3: Exemplo de resultado indesejavel de operaderescombinacao padréo (insensibilidade
ao contexto).

G; - 1111223333

| | | |
1+ lo | I %7 1 lg | [—
| | | |
| | | |
0.8 | | 0.8t | |
| | | I
[qV) | | N | |
o 06 | | o 06 | |
5 2. X ® | * X * * X * 5 2. [ ] X | * *
2 4l 5 6¢ 18 10 3 ws 6 w 10
S 04 I = 04 |
g° | | g°
| | | |
0.2 ! | 0.2 | !
| | | |
| | | |
or Se | 19X or Se | I 9%
L L L L | L L L L L L ! L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
atributo 1 atributo 1
(a) (b)
|
1+ le | *7
|
|
0.8 |
|
N
o 06 !
= 2 |
2 (] e, [ 1] | 6 * 8 * * 10
S 04r !
© |
|
0.2 I
|
|
ot 3e | g%
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
atributo 1
(c)

Figura 3.4: Exemplo de aplicacdo do operador de mutacae: &) Particao original codificada
pelo genodtipo; (b) E selecionado um grupo para mutacaopsesid representado pelo rétulo 2’; (c)
Gendtipo resultante da aplicacao do operador de mutacgo OM
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‘2'(losangos). No item (b) da figura sé@o representados opagrunais proximos de cada um dos
objetos e, por fim, no item (c) mostra-se a particao (genptgsultante.

O segundo operador de mutacéo, Hbde ser aplicado somente a grupos formados por dois ou
mais objetos. Ele divide um ou mais grufos . . ., k) escolhido(s) aleatoriamente. Cada um dos
grupos selecionados é dividido em dois novos grufsd C,”). Assumindo que um dado grupo
C, foi escolhido aleatoriamente para mutacdo, um objetde C, é selecionado de forma tal que
0 objeto serd usado como semente para gerar 0 novo @uUp® objeto s, mais distante de; é
entdo selecionado como a semente para gerar o §Lpdm funcdo dos objetos escolhidos como
sementes, 0s objetos pertencent€s enais proximos de; sdo atribuidos ao grug®,’, enquanto o0s
objetos mais proximos dg formam o grupdC,”. O Algoritmo 3 prové o pseudo-codigo do operador
de mutacdo OM

A Figura 3.5 ilustra um exemplo da aplicacéo deste operatwmesim genoétip&,. Na represen-
tacdo do conjunto de dados na Figura 3.5 0s objetos repaglesntomo “circulo” correspondem aos
objetos de grupo de rétulo ‘1’ e os objetos rfepresentadosctosango” correspondem aos objetos
de grupo de rétulo ‘2'. A Figura 3.5(a) apresenta o gendtipgirmal que sera submetido a mutacao
pelo operador de mutacdo QMNa Figura 3.5(b) sao selecionadas duas sementes (ohjetbssta-
qgue),s; e so. Na Figura 3.5(c) apresenta-se quais objetos do grupo dierat sdo mais proximos
de quais semente. Por fim, dois hovos grupos sdo geragdasgm os objetos mais proximos dee
C,” com os objetos mais proximos de.

Algoritmo 3 Pseudo-cédigo do operador de mutacdo,OM
1: [G41] = operador de mutagdo OMy(X, G,)
//SejaG; um dado gendtipo que represerta grupos na geracad/
2: Gere aleatoriamente um numeroc { 1,...,kg};
3: Parai = (1,...,m)faca

4. Escolha aleatoriamente um gru@o € G;
5. Se|C,| > 2 Entéo
6: Escolha aleatoriamente um objetoc C;;
7: Determine o objete, € C, mais distante de;;
8: Gere dois novos grupds,’ e C,”, alocando os objetos d€, mais proximos a&; para o
grupoC,’ e os demais para o grugQ”;
9: Senédo
10: N&o divida o grupd_,;
11: Fimse
12: Fim para

Com os operadores de mutacdo OMOM, descritos acima, alguns genotipos (solucdes candida-
tas) podem ser pouco modificados, com poucos grupos afguasrno de um ou dois), enquanto
outros podem ser extremamente modificados, com muitos gafietados, significando um grande
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Figura 3.5: Exemplo de aplicacdo do operador de mutacée: @&) Particdo original codificada
pelo gendtipo; (b) E selecionado um grupo para mutaciopsestd representado pelo rétulo ‘1”; ()
Indica-se quais objetos do grupo ‘1’ sdo mais proximos deéscgementes; (d) Gendtipo resultante
da aplicacéo do operador de mutacdoOM
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salto no espaco de busca. Esta é uma propriedade desejadagmitmos evolutivos, pois contri-
bui para manter a diversidade populacional, possibiliaqt esse figue menos suscetivel a 6timos
locais.

Conforme definido originalmente em [Hruschka et al., 206#aschka et al., 2006], BAC nao
emprega probabilidades de mutacéo, ou seja, 0s operaddneisiols sdo necessariamente aplicados
a alguns genotipos selecionados. Particularmen@ds@ genotipos de uma dada populagdo sao
mutados pelo OMe os demais sdo mutados pelo @Marantindo assim cobertura total dos genétipos
e equilibrio entre os processos de aumento e decaimentaiplesgr

3.1.2 Busca local pelo algoritmo dag-médias

O EAC emprega o popular algoritmo dasmédias como um processo de busca local, o qual
desempenha um ajuste fino nas particdes obtidas pelos opesayolutivos, desta forma acelerando
a convergéncia dBAC. Algoritmos de agrupamento de dados envolvendo o calculetdees médios
(centroide) de cada um dos grupos sao frequentementerreifies como algoritmos demeédias
[Everitt et al., 2001]. Basicamente, estes algoritmosgartam um conjunto de dados déobjetos
emk grupos, tentando minimizar a soma das distancias entrg@®slole um grupo e seu respectivo
centréide. OEAC faz uso do k-médias’ descrito no Algoritmo 4. O critério de parada poee s
definido tanto como um numero maximo de iterac@®sl¢ Passo 3 ou como a diferenca maxima
entre os centroides em duas iteragcdes consecutivas.

Algoritmo 4 Pseudo-cédigo do algoritmiemédias.

. [Particdo] =algoritmo k-médiagX, k)

. Gere a particdo iniciak(grupos néo vazios);

. Enquanto o critério de parada nao é satisfeliaga

Calcule o centroides dos grupos (vetores médios) da partmpdiente;
Coloque cada objeto no grupo com o centréide mais proximo;

. Fim enquanto

=

o U b wN

Existe uma sinergia entre/omédias e os operadores BAC. Por um lado, &AC pode mini-
mizar dois problemas principais demédias, a saber: (§-médias pode ficar preso em centréides
subotimos (minimos locais da fung&o objetivo); e (ii) o ndon@e gruposK) precisa ser definido
a priori. Como os operadores d0AC podem eliminar, dividir, e juntar grupos por meio da busca
evolutiva, eles sdo capazes de evoluir para partices neslleon termos tanto de nimero de grupos
guanto de centréides. Essas particdes podem fornecedicstiniciais melhores paratemeédias,
assim aumentado a probabilidade idmédias convergir para um 6timo global. Por outro lado, o
k-médias minimiza a variancia dos grupos modificados pelesanjpres d&cAC. Adicionalmente,
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guandok é superestimado, o algoritmo dasnédias pode reduzir convenientemente o niamero de
grupos. Isso porque ira “eliminar” todo gru@, representado por um centroide para o qual ndo
exista pelo menos um objeto que seja mais proxime,;d#d que de um outro centroidg de um
grupo qualqueC,;, i # j. Essa caracteristica tambem ajuda os operadorésAdba concentrar
esforgos nas regides mais promissoras do espaco de bubeandok quando apropriado de forma
mais rapida do que a busca evolutiva desprovida desse mamanDescricdes mais detalhadas dos
efeitos do algoritmo dalsmédias sobre o0 processo de busca evolutiva do EAC podemaarteadas

em [Hruschka et al., 2004c, Hruschka et al., 2006].

3.1.3 Populacéo inicial, selecéo e passos principais

Nos experimentos descritos em [Hruschka et al., 2004c,ddkaset al., 2006], a populacao ini-
cial do EAC é gerada aleatoriamente, de forma tal que cada gene domemnéteba um valor do
conjunto{ 1,2, ..., k} com distribuicdo de probabilidade uniforme. Pode-se warifque esta ini-
cializacdo tende a fazer com que os centroides da populaicda iocalizem-se aproximadamente
na grande meédia do conjunto de dados. Desta forma, o proldert@na mais dificil ao forcar a
otimizacao a partir de um conjunto de centroides localigadomesma regido do espaco de objetos,
diminuindo assim a probabilidade de que a particdo inioalkma representar de forma adequada
alguns grupos. Isso é de particular interesse quando sgaedecar a prova o algoritmo frente a
um cenario de aplicagdo bastante desfavoravel. Na pratcantanto, uma forma mais eficiente e
simples de inicializacdo é sortear as posi¢coes dos ceaesrdittiais dentro do dominio de valores dos
atributos e atribuir cada objeto ao centréide mais proximo.

Quanto ao numero de grupos, o usuario pode definir, para @d#igo, tanto o valor inicial
parak ou sortear esses valores dentro de valores minimos e magena®s dado intervalo. Valores
superestimados e subestimados papadem ser adotados ja qué&AC pode diminuir ou aumentar
este namero inicial de grupos em direcdo a uma melhor estan@e acordo com a informacao
fornecida pela funcéo de adequabilidade). A funcéo de adelplade originalmente empregada pelo
EAC¢é a verséo simplificada [Hruschka et al., 2004b, Hruschkh,&tG4c] da silhueta proposta em
[Kaufman & Rousseeuw, 1990]. Essa funcao é descrita na $8&b

Uma estratégia elitista, na qual o melhor gendétipo (o de madequabilidade) é sempre co-
piado e mantido na geracao seguinte [Fogel, 1999], € wdizeo EAC. Cada gendtipo da popu-
lacdo tem seu valor de adequabilidade normalizado linegmi{®avis, 1996] e os genoétipos para
a proxima geracdo sao selecionados de acordo com a esrdgigoleta (selecdo proporcional)
[Eiben & Smith, 2003]. Os principais passosEAC sao representados no Algoritmo 5.

De um ponto de vista pratico, o critério de convergéncia gorédmo pode ser estabelecido
por diversas formas; por exemplo, um namero pré-deterroidadgeracdes sem qualquer melhora
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Algoritmo 5 Pseudo-cédigo para o Algoritmo Evolutivo para Agrupamel@®adosEAC).
1: [Particbes] =algoritmo EAC(X, T")
2: Gere a populacao inicial aleatoriamente;
3: Enquanto o critério de convergéncia nao é satisfdééaga
Aplique o algoritmo dag-médias a todos 0s genotipos;
Avalie cada genotipo de acordo com a funcéo de adequalelidad
Apligue normalizacéo linear;
Selecione o0s gendtipos para mutacao (com reposicdo) pdtaRo
Aplique os operadores de mutac#b0% dos gendétipos selecionados com o operador @M
0s demais genaotipos com o operador &M
9:  Substituir os gendtipos antigos pelos formados no Passo 8;
10: Fim enquanto

i R

no valor da funcdo de adequabilidade ou a diversidade pdpukl abaixo de um dado limiar
[Eiben & Smith, 2003]. Nas avaliacdes empiricas realizaaagresente trabalho sera adotado como
critério de convergéncia um valor meta de referéncia panagéb de adequabilidade.

3.2 Melhorias propostas para cEAC

3.2.1 EAC-I

Como detalhado na secéo 3.1, os operadores de muta¢g@Climram projetados para dividir e
eliminar grupos selecionados aleatoriamente. Alteraatente, € possivel usar a informacéo sobre a
gualidade dos grupos para seleciona-los para mutacdo. Egualidade de uma particdo € mensu-
rada por um critério numérico, cada grupo de uma particdoaaliado individualmente por algum
indice de qualidade parcial por grupo. Neste trabalhonagira proposta para melhoraE&C segue
esse caminho, basicamente modificando a forma que os opesatdtomutacado d6ACselecionam os
grupos para mutacéo (Passo 5 no Algoritmo 2 e Passo 4 no tigo8). Particularmente, assume-se
gue melhores grupos devem possuir menor probabilidadefas stutacdo. Essa hipotese, baseada
no senso comum, faz com que bons grupos tendam a ser mantidogedo processo evolutivo, na
esperanca de melhorar, via uma polarizacéo probabilistigarticdo codificada no genotipo.

N&o existem garantias tedricas de que essa heuristicagpapersentar de fato resultados me-
Ihores do que desprezando a informacao da qualidade dogssgrida Figura 3.6 sdo apresentados
dois exemplos, um ilustrando um caso no qual guiar a buscgnopos utilizando a informacéo
de qualidade parcial podera acelerar a convergéncia e wm cago em que 0 mesmo tende a néo
ocorrer. Nessa figura, os pontos correspondem aos objeto@glinto de dados e os losangos aos
centroides dos grupos. As fronteiras dos grupos sao repiaekses pelas linhas pontilhadas e os ro-
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tulos numeéricos correspondem aos valores do critério namgarcial de cada grupo. Na Figura
3.6(a), o grupo de menor fungao de adequabilidade par¢#i40) possui, por inspecéo visual, duas
classes, enquanto os demais grupos da particdo parecerfoasi@dos adequadamente. Isso, nesse
caso, indica que utilizar a informacéo da funcao de adetidathe parcial pode apresentar resultados
melhores do que a busca com distribuicdo uniforme. Na Figuf@) é apresentado um caso tipico
em que fazer uso da informacao de qualidade de um grupo né&sespara aumento da probabilidade
de aplicar mutac&o sobre o grupo mais adequado para aquiet@ipaOclusterde pior funcéo de
adequabilidade parcial corresponde a um grupo bastantdiEntretanto, por inspecéo visual ndo é
possivel indicar uma forma de estruturar os objetos desfmgnais adequadamente. Por outro lado,
em outro grupo, com o segundo melhor valor de funcéo de ab#igiaale, percebe-se claramente
que é possivel estrutura-lo de forma diferente, eventughmmaais apropriada.
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Figura 3.6: Duas particdes. (a) particdo adequada a busadag(b) particdo ndo adequada a busca
guiada.

Formalmente, considera-se que uma funcéo de adequabiljifindue mede a qualidade da par-
ticdo codificada por um dado gendétiopossa ser decomposta em contribuicdes par¢ias;) de
cada grupcC; (i = 1, ..., k) codificado en(, tal que:

f(G) =X, fe(C))

3.1
£.(C) e 0.1 S

A fim de determinar qual tipo de funcéo deveria ser adotada@pgao para a selecao informada
dos grupo<C; para mutacao, foram definidas duas caracteristicas edséenchmo interessantes para
guiar a busca evolutiva em seus diferentes estagios. Estasteristicas podem ser vistas como
arbitradas, a serem avaliadas empiricamente.
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A seguir seguem descritas as caracteristicas entendidesdesejaveis para a fungcéo de proba-
bilidade:

1. Quando um genatipo codifica uma particdo de baixa quaiéadesejavel que as probabili-
dades de mutacédo ndo tenham grande variabilidade, evithersda forma que alguns grupos
ruins para uma dada particdo sejam privilegiados em dattovte outros grupos de qualidade
inferior. Em outras palavras, se todos 0s grupos sao rugsdevem possuir probabilidades
similares de mutacéo.

2. Quando um gendtipo codifica uma particdo de melhor quddigana qual os grupos possuem
variancia pequena na funcao de adequabilidade parciahcédude probabilidade devera ser
capaz de diferenciar quais grupos deverao possuir maibepiladade de sofrer mutacao, evi-
tando que a probabilidade de selecionar um grupo de uma d@atigép aproxime-se de uma
distribuicdo uniforme.

Com base nessas caracteristicas, foram propostas duées$upgtencialmente adequadas para
mapear os valores de funcao objetivo como probabilidadesudacdo para um dado gru@g. Na
primeira, ao fazer uso da propriedade fIEC;) € [0, 1] na Eq.(3.1) considera-se que a probabili-
dade de um determinado grupo nao sofrer mutacéo pode sepdedproprio valor de funcéo de
adequabilidade, ou sejd(C;) = f.(C;), calculando a probabilidade de mutagdo como o comple-
mento da probabilidade de ndo mutar. LogoC;) = 1 — f.(C;). A segunda alternativa é considerar
que a probabilidade de mutacdo estéd associada a funcasardeefuncédo de adequabilidade. Mais
especificamente, tem-se:

[fe(C)] !
S [fe(Cl

Para avaliar o comportamento das funcdes de probabilidesieriths acima séo apresentados
dois diferentes cenarios, cada qual representando umrtorge grupos de um genétipo para o qual
a funcao de adequabilidade cresce linearmente ao longmdesso evolutivo. Mais especificamente,
0s cenarios séo definidos como:

P(C) =

» O primeiro cenario corresponde a um genéipocodificando uma particdo com quatro gru-
posG; = {C;,C,,C3,Cy}, sendoC; um grupo com valor de funcdo de adequabilidade
parcial equivalente a 20da funcédo de adequabilidade total da particdo. Os demamgru
{C,,Cs5,C,} sao responsaveis por Z030%e 40%0respectivamente do valor de funcao de
adequabilidade total. Tal configuracdo servira para avalieomportamento das funcbes de
probabilidade quando os grupos possuem qualidades disentre si. Note que, para valores
baixos de fungédo de adequabilidade total, sera observadacaniiguracdo proxima daquela
do item 1 das caracteristicas desejaveis descritas anterite.
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» O segundo cenario objetiva avaliar o comportamento dagiside probabilidade quando um
genatipo codifica uma particdo com grupos de qualidade aifrplrticularmente quando o
valor da funcdo de adequabilidade total for alto. Nessermena funcdo de probabilidade
devera ser capaz de diferenciar quais grupos terdo maioalpiimlade de sofrer mutacdo. Esse
cenario é configurado com um gendétipo codificando uma partigin quatro grupos cujos
valores da funcéo de adequabilidade parcial equivalen¥@22B4 25%e 26/0respectivamente
da funcdo de adequabilidade total. Note que, para valotes @ funcédo de adequabilidade
total, sera observada configuracdo proxima daquela do iteiasZaracteristicas desejaveis
descritas anteriormente.

E importante destacar que os valores associados a cadargsipivis cenarios descritos acima
podem ser considerados arbitrarios, sendo que quaisqoeeyaoderiam ser usados desde que fos-
sem escolhidos de modo a refletir as situacfes as quais ga gegéicar o comportamento das
funcdes de probabilidade.

Na Figura 3.7 € apresentado o comportamento de cada umardd@®s$ude probabilidade nos
diferentes cenarios definidos. No eixo da abscissa sdoempaelas geracdes com valor crescente de
funcéo de adequabilidade totétriesstotal) e no eixo das ordenadas o respectivo valor de prababil
dade para cada um dos 4 grupos do genotipo.

A Figura 3.7(a) mostra que a fungéo baseada no complememwbabilidade de ndo mutar é
adequada ao observar as caracteristicas estabelecidaglesajaveis, por ser capaz de equalizar as
probabilidades no inicio do processo evolutivo (baixosnes de funcdo de adequabilidade) mesmo
guando as diferencas de funcédo de adequabilidade entrejpasge significativa. Na Figura 3.7(b)
€ apresentado o segundo cenario. A funcdo continua atemdEnfbrma coerente as premissas
adotadas, visto que, mesmo com valores similares de furecédetjuabilidade parcial para os grupos,
esta é capaz de destacar quais grupos devem de fato posguiprofabilidade de mutagéo ao final
do processo evolutivo. Nas Figuras 3.7 (c) e (d) em que sma/alncéo de probabilidade do inverso
da funcdo de adequabilidade, é verificado que no item (c) gafudle probabilidade mostrou-se
adequada as premissas assumidas. No entanto, no item édyaise que a funcéo de probabilidade
nao foi capaz de contrastar os valores de probabilidadeiesuBmente para que a busca tivesse
tendéncia diferente de uma distribuicdo aproximadamaemterme.

Em funcéo das analises acima, adotou-se a fungéo do conmqitedeeprobabilidade de n&o sofrer
mutacdo. Os valores de probabilidade de n&o mutar sao fdasepara um processo de selecao
utilizando a roleta sem reposicéo para a tarefa de seleamsrgrupos a serem mutados.
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Figura 3.7: Avaliacdo de funcdes de probabilidade parag&elde grupos: (a) Funcdo complemento
da probabilidade de ndo mutar, primeiro cenario; (b) Furgioplemento da probabilidade de ndo
mutar, segundo cenério; (c) Funcao inverso da funcao delatidiglade, primeiro cenéario; (d) Funcéo
inverso da funcéo de adequabilidade, segundo cenario.
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3.2.2 EAC-II

A Unica diferenca entre BACG1l e 0 EAC| é que os valores da funcéo de adequabilidade parcial
f. noEAC-I sdo normalizados de acordo com um processo de normatiaear [Davis, 1996]. E
esperado que o processo de normalizagéo linear ajude agatdemas de convergéncia prematura
ao balancear a presséo seletiva em diferentes estagiossda éwolutiva. Diferente d&BACH, o
EACI, com a adocéo da normalizacao linear dos valores de éudedadequabilidade parcial, tera
como caracteristica atribuir probabilidades de mutacéia ps grupos utilizando a informacao de
classificacédo ordinal da qualidade dos grupos. Ao ignordifaencas de qualidade absolutas entre
0s grupos de um dado genotipo, busca-se também criar unitalgonenos sensivel a selecao da
funcéo de adequabilidade parcial.

Nas figuras 3.8 (a) e 3.8 (b), que representam a aplicacaadeipy e segundo cenarios descritos
na sec¢ao 3.2.1 respectivamente, percebe-se que ao igadiéerancas absolutas de qualidade entre
0S grupos, de fato reduz-se a influéncia da distribuicdo dlmsas e faixas de grandeza, tornando
desta forma o algoritmo robusto a escolha da fungéo de aldéigade parcial.
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Figura 3.8: Normalizacao linear dos valores de adequaldiédoarcial: (a) Probabilidade de mutar
para o primeiro cenario; (b) Probabilidade de mutar parayarsdo cenario;

3.2.3 EAC-II

No Passo 8 d&AC (Algoritmo 5), 5G0dos gendtipos de uma dada populacdo sdo mutados pelo
operador de mutacdo OMAIgoritmo 2) e os demais sdo mutados pelo Operador de nugag@v,
- Algoritmo 3). Comumente em algoritmos evolutivos, utilia-se probabilidades para aplicacdo dos
operadores [Mitchell, 1996]. Em [Kivijarvi et al., 2003]s @alores de probabilidades de aplicacao
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dos operadores evolutivos foram auto-ajustados no pro@&sutivo. Da mesma forma, BAC

Il foi projetado no intuito de melhorar o desempenhoE&C original pelo auto-ajuste da taxa de

aplicacdo dos operadores de mutacdo. Um mecanismo queapaa de perceber o quanto cada
operador de mutacao contribuiu na melhora do valor médiaudgab de adequabilidade em uma
dada geracao podera ser capaz de ajustar a taxa de aplicag@petladores de forma que o operador
com melhor desempenho seja aplicado mais vezes que o outro.

Na Figura 3.9(b) séo ilustrados os respectivos valores dgaftude adequabilidade maximos,
para a base de dados apresentada na Figura 3.9(a), resuttardiversas particoes para cada valor de
namero de grupos. A curva representada na Figura 3.9(b) auxilia compreecai®io a utilizacao
do auto-ajuste das taxas de aplicacdo dos operadores dedmytede mostrar-se eficiente. Por
exemplo, considerando uma populacdo em que a maioria ddgigen codificam particbes com
namero superestimado de grupos, nesta insté@ncia9 grupos, o operador de mutacdo QMue
diminui 0 numerok de grupos, tem maior probabilidade de gerar gendétipos colnomealor de
funcéo de adequabilidade e, por conseguinte, devera sesidplem maior propor¢cao que o QM
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Figura 3.9: (a) Base de dados; (b) Valores de funcéo de aldiéigade para particdes com diferentes
numeros de grupos,

Formalmente, assumindo que o operador de mutacép téiha sido aplicado a um numero de
genotipos; ; na geragée, pode-se calcular a adequabilidade média do conjunte,deenotipos
(AFOMY,) antes da aplicagdo do QM a adequabilidade média do conjurtg; apos a aplicagéo
de OM, (AFOMft). A diferenca entre a média da adequabilidade resultanéplizacdo de OM
aos genotipo&r; ;, aqui sera referenciada comA F; ,, ou sejaDAF, ; = (AFOMf,t —AFOMﬁt).
Quantidades analogas podem ser definidas pate quando este é aplicaddla— G, ; genotipos,
lembrando qué” foi definido como a quantidade total de genotipos da popaldgadas as definigcbes
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anteriores, as taxas de aplicacdo de,@MDM, na geracadt + 1) podem ser calculadas usando as
equacoes (3.2) e (3.3), respectivamente:

DAFy
DAF, 1 DAF;, € DAFy; >0NDAF;; >0

0se DAF;, <0;

PMO = 3.2
b 1se DAF,; < 0; (3:2)

O, 5 se DAFl,t < 0A DAFQ,t < 07
PMOQ,t+1 == 1 - PMOl,t+1 (33)

As equacdes (3.2) e (3.3) mostram que se um operador partoelimutacdo fornece melhores
resultados em uma dada gerac¢aeste sera aplicado em maior proporgdo na gerdcad ). Além
disso, se um operador particular ndo esta funcionanda ertétro operador sera avaliado e aplicado
sobre todos 0s gendtipos. A incorporacao deste processotdedo mais sofisticado BACoriginal
(Algoritmo 5) produz o algoritmo doravante chamdeiaC-ll.

3.2.4 EAC-IV

Conforme discutido anteriormente, o operador de mutacée @ioritmo 2) doEAC original
(Algoritmo 5) elimina um ou mais grupos aleatoriamente @eleados, alocando seus objetos no
grupo restante mais proximo. Para isso, as distancias eadiee objeto do grupo a ser eliminado e
os centroides de cada um dos grupos restantes sdo computedBAC-IV, uma versdo computa-
cionalmente mais eficiente deste operador € empregada. delaéxificamente, qualquer grug
aleatoriamente selecionado para ser eliminado tem todesussobjetos alocados em um mesmo
grupoC, (cujo prototipo € mais préximo do protétipo €&). Como o operador OMé projetado
para mutar d¢ 1,...,k — 2 } grupos, onde; é o numero de grupos codificados no genétfo
a ser mutado, isso permite a reducdo do custo computaciorasso 6 do OM(Algoritmo 2) de
O(k; x N) paraO(k?), ondeN é o nimero de objetos do conjunto de dados.

Em termos gerais, como o gendtipo pafBAC é definido como um vetor de inteiros deposi-
¢cOes, qualquer operador evolutivo que opere sobre o gendigalificando-o0 no ambito dos grupos,
seja dividindo, juntando ou unindo grupos, tem sua comgéele computacional de tempo inferior-
mente limitada & (/N). Na Figura 3.10 é apresentado como exemplo o gen@ipdObserve que
para alterar qualquer grupo codificado em tal gendtipo égwreealizar uma busca do primeiro ao
altimo gene para garantir que todos o0s objetos pertencamteterminado grupo sejam alterados.

No EAC1V, para superar essa limitacdo de complexidade computakimposta pela codificagao
do genotipo, utilizou-se uma estrutura adicional conteénftsmacfes sumarizadas para cada grupo.
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Essas informacg0des possibilitam quEAC-1V opere diretamente nos centréides dos grupos, ao invés
de realizar tal acdo indiretamente ao operar nos objetoe¢yela particio (genotipo). Especifica-
mente, a estrutura adicional é definida como uma matsiz(p + 2), onde cada linha da submatriz

k x p mais a esquerda corresponde a posi¢cao no egpdgoensional do centroide de cada um dos
k grupos codificados no gendtipo e as duas colunas restamtesmandem aos respectivos valores
de rétulo do grupo e numero de objetos que pertencem ao mellmdabela 3.1 é apresentado
um exemplo da estrutura auxiliar. As colungse n, correspondem as posicdes dos centréides em
cada uma das suas duas dimensdes. A coluna “rotulo” comdspam rétulo do grupo o qual o cen-
troide representa e a coluna “objetos” corresponde ao raidesobjetos pertencentes aquele grupo.
Especificamente, a Tabela 3.1 refere-se a particdo apaelsema Figura 3.11(a).

Tabela 3.1: Estrutura auxiliar baseada em centroidegadii pel EACIV.

ny ny | rotulo | objetos
17| 8,84 1 44
10| 8,84 2 45
11,5| 35 3 24
40,5| 32 4 24
11,5| 42 5 24

No EACV a operacao de descartar um gruppde uma particdo é portanto realizada sobre a
estrutura auxiliar, de forma que o gru@q é retirado na estrutura auxiliar (retirando a linha corres-
pondente ao mesmo) e 0 gru@@ mais proximo deC,, selecionado para receber os objetos desse
altimo, tem a posicao de seu centroide atualizada como senddalia dos centroides @e e C.. pon-
derada pelo numero de objetos de cada um desses grupos.Xfa@passo do algoritmo evolutivo,

a busca local, ao invés de fornecer o gendétipo patentédias, fornece a estrutura auxiliar, supe-
rando desta forma a limitacdo de complexidade de tempo i@peto gendtipo. Como b-médias
necessariamente ira avaliar cada um dos objetos do corgendados para aloca-lo ao grupo mais
adequado, é delegada apenag-anédias a atualizacao do genotipo.

Claramente, deve existir um compromisso entre a eficiémmergatacional do operador proposto
e a qualidade das particOes obtidas.

Na Figura 3.11(a) é ilustrado um exemplo em qUEAL-IV sera eficiente, enquanto na Figura
3.11(b) apresenta-se um caso em que a simplificacdo do folllera resultar na geracdo de um

(3]3[2[1]2[1]3[3]1]2]
12345678 9 10

Figura 3.10: Gendtip6; .
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genatipo de pior qualidade. Considerando que o gi@pdFigura 3.11(a)) seja selecionado para
sofrer mutacéo, o agrupamento mais coerente resultangsaaéo dé€, constitui-se na realocagao
de todos o0s seus objetos para o0 grpo que € seu grupo mais préximo. No exemplo seguinte
(Figura 3.11(b)) considere que o gru@e tenha sido selecionado para sofrer mutagdo. Embora o
resultado esperado para o agrupamento seja a alocacaoudasbgetos entre os grup@s e C; (os

dois objetos mais a esquerda do gripoalocados ao grupGs; e os demais objetos ao grufg) a
particdo resultante, como definido BAC-1V, tera todos os objetos d&, alocados ao grupG., que

€ 0 mais proximo d€,; segundo a distancia dos centréides.
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Figura 3.11: Dois conjuntos de dados: (a) exemplo em quedguade cEAC1V; (b) exemplo onde
0 EAGIV mostra-se inadequado.

3.2.5 EAC-V

Em alternativa a selecéo original por roleta utilizadaEAC [Hruschka et al., 2006] utiliza-se
agui a selecéo deterministica{ \) [Fogel, 1999], abordagem comumente adotada em estratégia
evolutivas. Nessa abordagem, osnelhores individuos da populag¢édo na geragéerdo pais de
filhos, constituindo assim a populacéo geH)\) individuos na geracaot 1. Apesar de teoricamente
aumentar a susceptibilidade da busca a 6timos locais (peler@to da presséo seletiva em decorrén-
cia da selecao deterministica), a opcao da avaliacao destdagem vem de uma tentativa prévia da
adocao do método do torneio [Fogel, 1999] na esperanca dagaéminuir a pressao seletiva, me-
Ihores resultados seriam obtidos. Como essa hipotese caafsgnou, optou-se entao pela avaliagéo
de uma estratégia deterministica, que possui maior prestéiiva. E possivel observar aplicacdes
de sucesso da selecdo deterministica a problemas de agmnitpahe dados em [Franti et al., 1997].
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3.2.6 Analise de eficiéncia computacional dos algoritmos ppostos

O custo total doEAC foi estimado coma)(N), onde N é o numero de objetos do conjunto
de dados [Hruschka et al., 2006]. Esse custo advém essupoi@ do critério da Silhueta Sim-
plificada (secdo 3.3.2) e das operacdes que requerem pertadas asV posicdes do gendtipo.
Esta estimativa ndo é afetada por nenhuma das modificagépsspas que resultaram nos algo-
ritmos evolutivos para agrupamento de dados descritos t@dtalho. Entretanto, algumas dessas
modificacOes resultam em ganhos significativos em termogrdpd computacional de processa-
mento, como sera reportado na secédo 4.1. E importante abbsgre estratégias de amostragem
[Kaufman & Rousseeuw, 1990] podem ser usadas para aplganitahos de agrupamento de dados
em grandes conjuntos de dados. Isso é importante uma ve¥ quele ser suficientemente grande
para tornar proibitivo mesmo o uso de um algoritmo com custalO(N), caso a constante do
custo ndo seja reduzida a valores trataveis

3.3 Funcoes de adequabilidade

O EAC originalmente emprega a Silhueta Simplificada (que seddrdeta na secdo 3.3.2) como
sua funcédo de adequabilidade. Embora a Silhueta Simpkfitecha se mostrado util em diver-
sos conjuntos de dados (veja [Hruschka et al., 2004b, Hkasetal., 2004c, Hruschka et al., 2006]),
pode-se considerar que, para aplicacdes especificas furicdes de adequabilidade podem ser mais
indicadas. Nesse contexto, € importante destacar que eitmde “nimero correto de grupos” € sub-
jetivo, assim como o proprio conceito de “grupo”, cuja qdadie € avaliada pelos critérios de validade
de agrupamento (fun¢des de adequabilidade). Logo, t@e-particular interesse nesse trabalho a
avaliacdo do desempenho dos algoritmos propostos de acomlom critério absoluto para avaliar
particdes, tal como Rand IndexXJain & Dubes, 1988]. Desta forma, a analise pode ser cerada
no desempenho dos operadores evolutivos desenvolvidag)ga sensibilidade da funcéo objetivo
em relacao as bases de dados empregadas é reduzida. Aoajunelicd, tal abordagem néo tem sido
usada para avaliar algoritmos evolutivos para agrupantmttados, e parece ser uma metodologia
promissora que merecera melhor atencao no futuro. A degpeeinotivacao “natural”’ do uso de um
critério absoluto como &and Indexutiliza-se aqui também a Silhueta SimplificadaEhC original
como funcéo de adequabilidade, com o intuito de ilustrarli@ag@o dos algoritmos propostos em
um cenario mais pratico.
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3.3.1 Rand Index

O Rand IndeRand, 1971] pode ser visto como um critério absoluto (extepou como um
padréo referencial que permite o uso de um conjunto de daddaskificacdo para realizar avaliacao
nao somente de classificadores (que podem produzir diésrgratrticbes de dados com o numero
correto de classes), mas também de resultados de agrupardermtados (em que diferentes particdes
de dados podem ser compostas de diferentes numeros de )gr&gsbs indice simples e intuitivo
avalia duas particdes rigidalafd ou crisp) R e C do mesmo conjunto de dados. A particdo de
referénciaR, codifica o rétulo das classes, ou seja, ela particiona aiotmde dados erh* classes
conhecidas. A partica@, por sua vez, secciona o conjunto de dadosketategorias (classes ou
grupos) e é aquela a ser avaliada. As categorias codificad&gerdo, daqui em diante, chamadas
de grupos, pelo contexto de algoritmos de agrupamento asdadoresente trabalho. Desta forma, é
possivel distinguir entre estas e as classes corretasoam#if poR. Entdo, apos estas observacgoes,
0 Rand Inde»é definido como:

a+d

QRC)= ———
(R.C) a+b+c+d

(3.4)

Em que:

* a: NUmero de pares de objetos do conjunto que pertencem a nuésssa enR € a0 mesmo
grupo emC.

* b: Numero de pares de objetos que pertencem a mesma clas®e endiferentes grupos em
C.

» ¢: Numero de pares de objetos que pertencem a classes difemmiR e a0 mesmo grupo em
C.

* d: Numero de pares de objetos que pertencem a classes digimie a grupos distintos em
C.

Os termos: e d sdo medidas de classificacfes consistentes, enquantonastes c sdo medidas
de classificagBes inconsistentes. Note quef2(g [0, 1]; (i) © = 0 se e somente S8 é comple-
tamente inconsistente, ou seja= d = 0; e (iii) 2 = 1 se e somente se a particdo sob avaliacdo
corresponde exatamente a particao de referéncia, owseja—= 0 (C = R).

ORand Indexem (3.4) prové uma medida de qualidade da particéo totallgostanos evolutivos
descritos nas Secdes 3.2.1 e 3.2.2, entretanto, demandamadida adicional de qualidade para
cada grupo separadamente (funcédo de adequabilidadelpaRuoa essa razdo, € proposto aqui um
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novo conceito, dRand Indexpara um grupo. Rand Indexdo i-ésimo grupcC; (: € 1,...,k) da

particaoC é definido como:
a; + dz

ai—i-bi—i-cz-—i-di

%(R,C) = (3.5)
Em que:

* a;: NUmero de pares de objetos pertencentes & mesma clagse ammesmo grupG; emcC.

b;: Metade do numero de pares de objetos pertencentes a memsa ehiR e a grupos distin-
tosC;eC,emC (ondej € 1,...,kej #1).

c;: Namero de pares de objetos que pertencem a classes diginia e ao mesmo grupG;
emC.

d;: Metade do numero de pares de objetos pertencentes a othsisess emR e a grupos
distintosC; eC; emC (ondej € 1,...,kej # 7).

Note que somente metade do numero de pares de objetos nos teeml/; € computada. A razéo
€ gque somente um dos objetos de cada par pertence ao@rgpb avaliacdo. A outra metade sera
contada quando computaddrand Indexdos outros grupo€,; (z # j).

E possivel demonstrar queRand Indexla particio complet@ na Eq. (3.4) é a média ponderada
dosRand Indexesndividuais$?; na Eq. (3.5){ = 1,...,k), com o peso dé2; proporcional ao
namero de objetos no gruf. Tal demonstracdo encontra-se no Apéndice A.

3.3.2 Silhueta Simplificada

Antes de definir a Silhueta Simplificada, apresenta-se arsadhilhueta original proposta por
[Kaufman & Rousseeuw, 1990]. Para tanto, considere um @jepertencente a um dado grupo
C.. Entdo, a distancia média de para os demais objetos @&, é denotada po#(x;). Levando
em conta um outro grupG.., a distancia média do objelg para todos os objetos do grufp sera
referenciada pad(x;, C.). Apos o célculo de(x;, C.) para todos os grup@s. # C,, 0 menor valor
é selecionado, ou seji(x;) = min[d(X;,C.)], C. # C,. Este valor representa a distanciaxgpara
0 grupo mais préximo, e a Silhuetéx;) € dada pela equacéo (3.6):

_b(xi) —a(x)
s(X;) = mazx[a(X;), b(X;)]

(3.6)

E de facil verificagdo que(x;) € [—1,1] e que, quanto maior o valor d¢x;), melhor a alocagdo
de x; para um dado grupo. Adicionalmente, S&;) é igual a zero, entdo néo fica claro para qual
grupo o objetax; deveria ser alocado, no seu grupo atual ou no seu grupo wizikinalmente,
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se o grupcC, for unitério @singletor), entdos(x;) € ndo definida e a escolha mais neutra € atribuir
s(x;) = 0 [Kaufman & Rousseeuw, 1990]. O critério da Silhueta € dada peédia des(x;) com

1 ={1,...,N}. A melhor particdo de dados segundo esse critério é atingidado o mesmo é
maximizado.

A Silhueta proposta por [Kaufman & Rousseeuw, 1990] e defiaidma depende do calculo de
todas as distancias entre os objetos da base, levando a twnconsputacional d&(N?), que é
proibitivo para a maioria das aplicacfes reais de agruptmiendados. Para superar essa limita-
¢cao, uma Silhueta Simplificada [Hruschka et al., 2004c, ¢trkia et al., 2006] pode ser empregada.
A Silhueta Simplificada é baseada no calculo das distanotas ebjetos e os centroides dos grupos.
Mais especificamente, o termgx;) da equacéo (3.6) torna-se a distancia do objeto centréide
do seu grupo@,). Similarmente, no lugar do calculo déx;, C.) como a distancia média do ob-
jeto x; para todos os objetos d&., C. # C,, somente a distancia entxg e 0 centréide d&, €
calculada. Enquanto essas modificacGes reduzem o cugod® paraO(N), resultados empiri-
cos [Hruschka et al., 2004c, Hruschka et al., 2006] indicamayjqualidade das particdes encontradas
parece nao ser significantemente afetada.

A computacao da Silhueta original, assim como a da sua vensguificada, depende apenas da
particdo obtida e ndo do algoritmo de agrupamento de dadpeegado. Portanto, essas Silhuetas
podem ser aplicadas para avaliar particdes (levando ema confimero de grupos) obtidas por di-
versos algoritmos de agrupamento de dados. Neste tral@aBithueta Simplificada é empregada
como a funcéo de adequabilidade prética a ser utilizada goni@hos evolutivos para agrupamento
de dados. Sendo o algoritmo dasnédias usado como busca local, isso garantexgxie < b(X;).
Assim, tem-se que(x;) € [ 0,1] . Finalmente, sendo a Silhueta Simplifica definida em terneos d
média des(x;) para todos os objetos da base, € possivel calcular a fun¢éialpssociada a um
dado grupo como a média das Silhuetés) tomada apenas sobre os objetos que pertencem a esse
grupo. Essa propriedade é especialmente Util para os talgaridescritos nas Secbes 3.2.1 e 3.2.2,
gue necessitam da funcao de adequabilidade parcial paramssy

3.4 Algoritmo Fast-EAC

Na secao 4.1.3 os cinco novos algoritmos propostos na seZ&erdo empiricamente avaliados.
Em resumo, faz-se conveniente adiantar aqui que os algwiEAC-1I, EAC 1l e EACGV apresenta-
réo resultados significativamente melhores q&&AQ original, podendo ser portanto combinados em
uma nova ferramenta, o Algoritmo Evolutivo Rapido para Agmmento de Dado$ést-EAQ.

O Fast-EACsera um novo algoritmo baseadoBAC, com as seguintes caracteristicas: (i) sele-
cao guiada de grupos para mutacAC-1); (i) auto-ajuste das taxa de aplicacdo dos operadores
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de mutacaoEACII); (iii) Selecdo deterministicau + A) (EACGV). Assumindo que essas carac-
teristicas apresentam comportamentos independentesseénéispera-se que o algoritrrast-EAC
seja superior a todas as novas propostas de melhoriE®\@@presentadas nesse trabalho quando
consideradas isoladamente.

Os principais passos deast-EACsao apresentados no Algoritmo 6

Algoritmo 6 Pseudo-cédigo para o Algoritmo Evolutivo Rapido para Agrapnto de Dados.
1: [Particdes] =algoritmo Fast EAC(X, T")
2: Gere a populacao inicial aleatoriamente;
3: Enquanto o critério de convergéncia nao é satisfééaga
Aplique o algoritmo dag-médias a todos os genaotipos;
Avalie cada gendtipo de acordo com a funcéo de adequalelidad
Selecione o0s gendtipos para mutagéo pela sele¢éo detstioaifyi + \);
Calcule a funcdo de adequabilidade parcial de cada grupoesdaegenotipo;
Calcule a probabilidade de mutacdo de cada grupo por meimekizacdo dos valores de
adequabilidade parcial calculados no passo anterior;
9: Calcule as taxas de sucesso dos operadores de mutacao ¢caogangerior (equacdes 3.2 e
3.3);
10:  Aplique os operadores de mutacéo proporcionalmente asest@ade sucesso e sobre 0s grupos
selecionados de acordo com suas probabilidades de mutagao;
11:  Substitua os gendtipos antigos pelos formados no Passo 10;
12: Fim enquanto

e I R

3.5 Resumo

Nesse capitulo foram elaboradas melhorias ao Algoritmduiivo para Agrupamento de Da-
dos EAQ) [Hruschka et al., 2004c, Hruschka et al., 2006], que é cdpagstimar automaticamente
0 numero de grupos enquanto otimiza a particdo corresptad&inco variacdes daAC foram
projetadas para melhorar a eficiéncia computacion®@AG. Na secdo 4.1.3 apresentar-se-ao com-
paractes entre BAC original [Hruschka et al., 2006] e as versdes propostasmissertacido. Tais
comparacOes possibilitam concluir que trés dos cinco iilgos propostos sdo potencialmente ca-
pazes de melhorar significativamente a eficiéncia compmurtacdoEAC original. Com base nestas
comparagdes, um novo algoritmo evolutivo denominiast-EACfoi também proposto neste capi-
tulo, sendo este constituido pela incorporacéo de todaar&as;ies ddEAC capazes de melhorar
significativamente o desempenhoBEAC original em termos de eficiéncia computacional.
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Capitulo 4

Experimentos

Neste capitulo pretende-se avaliar empiricamente ositig definidos na secdo 3.2, assim
como o novoFast-EACresultado da combinacédo dos novos algoritmos que apreseataltados
melhores em termos de tempo computacional em comparagao E&@ original.

Duas sec¢des principais compdem este capitulo: a primeieseqta a avaliagdo empirica dos
cinco novos algoritmos propostos em relacadcE#d original. Ainda nessa secao,Fast-EACé
avaliado em relacao d6AC original e em relagcé&o aos cinco novos algoritmos propostaessecéo
seguinte apresenta-se a analise de um caso om@dsteEACE comparado a estratégias de busca
baseadas em multiplas execug¢des do algoritmddasgdias.

4.1 Avaliac&do experimental

4.1.1 Conjunto de dados

A avaliacdo da exatiddo de uma dada particdo em termos dafickasdo usualmente requer
conjuntos de dados para os quais os “grupos” (classes) séreadosa priori. Nos experimen-
tos realizados, foram adotados sete conjuntos de dados emsquarticoes ideais sdo conhecidas.
No conjunto de dados chamado 9-Gauss, que € apresentadguna &il, os grupos podem ser re-
conhecidos por inspec¢éo visual. Mais especificamente,cesjanto de dados é formado por 900
objetos distribuidos em nove grupos balanceados, que falestoriamente gerados de uma distri-
buicdo Gaussiana bidimensional com desvios padrao de Ghtms (Xx,y) dados por (1;1), (1;3),
(1;5), (3;2), (3;3), (3;5), (5;1), (5;3) e (5;5) [Hruschkizad:, 2004a, Campello & Hruschka, 2006].

Foram também empregados cinco conjuntos de dados sistéigcbioinformatica, descritos em
[Yeung et al., 2003], para testar os algoritmos evolutifsses conjuntos de dados, aqui chamados
Biol, ... ,Bio5, sdo formados paV = 400 objetos — conp = 20 atributos cada — particionados em
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seis grupos aproximadamente balanceados. Adicionalmeictenjunto de dados real Yeast Galac-
tose [Yeung et al., 2001], no qual os objetos também sao cstoppor 20 atributos, foi selecionado
para os experimentos. Assim como em [Yeung et al., 2001],ulboajunto deV=205 objetos onde
os padrbes de expressao refletem quatro categorias (gr@gpsglecionado no caso dessa ultima
base.

4.1.2 Metodologia

Muitos testes foram realizados para avaliar a qualidadgddg;des obtidas por cada um dos
algoritmos evolutivos. Os grupos conhecidos para os ctogute dados empregados serdo chamados
de classes daqui em diante, enquanto o termo grupo seramef@os conjuntos de objetos similares
encontrados pelos algoritmos de agrupamento. Isso ventdaten com a terminologia adotada para
o Rand Indexsecdo 3.3.1), que é uma das medidas adotadas nesse tiedatavaliar a qualidade
de uma dada particdo. E importante mencionar que, emborasses correspondentes para cada
objeto sejam conhecidaspriori, essa informacao néo € utilizada durante o processo deaagrsp
dados quando o critério da silhueta é utilizado.

A tabela 4.1 prové valores tipicos Band Indexe Silhueta Simplificada obtidas em nossos expe-
rimentos para cada conjunto de dados. O primeiro critérgpé@almente usual quando a avaliacdo
é centrada na avaliacdo do desempenho dos algoritmosiews|ignquanto o segundo possibilita a
simulacao de aplicacdes praticas, em que a particdo idea nénhecida. A tabela 4.1 mostra que
particbes de boa qualidade foram encontradas (o valoadsgtara dRand Indexé de particular
interesse para avaliar a exatidao das particbes encostragga secdo 3.3.1). Todos os algoritmos
evolutivos descritos neste trabalho sdo capazes de eacostvalores reportados na Tabela 4.1, mas
com diferentes tempos computacionais. Consequententaistealores serdo usados como referén-
cia para avaliar a eficiéncia computacional de cada algoriEmbora melhores particbes (em termos
deRand Index Silhueta Simplificada) poderiam ser obtidas pelos algostpropostos quando apli-
cados a estes conjuntos de dados, na préatica a experiégei@ sjue a probabilidade que isso acon-
teca é baixa. Mesmo assumindo que melhores particbes sefeyidlas, o uso dos valores referéncia
apresentados na tabela 4.1 continuam validos, ja que tedalgaritmos procuram por particdes de
gualidade equivalente.

Em termos de numeros de grupos, nos conjuntos de dados Baatl 305 e 9-Gauss foi possivel
encontrar grupos que correspondem precisamente as ctissearticoes de referéncia. No caso
especifico do conjunto de dados 9-Gauss, em razdo da saéepdas classes ndo foi possivel
encontrar particbes exatamente iguais a particdo de nefaréapesar do niumero correto de grupos.
Nos experimentos utilizando a Silhueta Simplificada conmgfio de adequabilidade, particularmente
nos conjuntos de dados Bio2, Bio3 e Yeast, ndo foi possiwardrar o nimero de grupos tais como
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Tabela 4.1: Valores de referéncia para avaliagdo de pesti¢®; e kss indicam valores tipicos de
numero de grupos encontrados pRlnd Indexe Silhueta Simplificada, respectivamente).

Conjunto de dados Rand Index kg; | Silhueta Simplificada £sg
Biol 1.000| 6 0.775| 6
Bio2 0.976| 8 0.799| 5
Bio3 0991 7 0.807| 4
Bio4 1.000f 6 0.817| 6
Bio5 1.000| 6 0.766| 6
Yeast 0.990| 4 0.684| 3
9-Gauss 0.974| 9 0.609| 9

as classes nas respectivas particoes de referéncia. Ispoep@ara a funcdo de adequabilidade
utilizada, algumas classes séo tao parecidas entre si zjneafa sentido agrupa-las como um unico
grupo. Especificamente, no conjunto Bio2, em que foram d@rexos cinco grupos, a particdo obtida
corresponde a quatro grupos corretos e um grupo dado péla das classes rotuladas como “1” e
“2” na particao referéncia. No conjunto Bio3, no qual foranc@trados quatro grupos, a particao
obtida corresponde a dois grupos corretos, um grupo forpeldacomo a unido das classes rotuladas
como “1” e “2” e outro grupo dado pela unido das classes rdagaomo “3” e “4” na particdo de
referéncia. No conjunto de dados Yeast, obtém-se 2 gruppmaftns corretamente e um terceiro
grupo como a unido das classes rotuladas como “2” e “3” nécaartle referéncia.

Nos experimentos utilizando Rand Indexcomo funcéo de adequabilidade, particularmente no
gue se refere aos conjuntos de dados Bio2 e Bio3, ndo foiy@b&sicontrar o numero correto de
grupos. Na base Bio2 foram encontrados seis grupos corn@sptes as classes da particao de re-
feréncia, mas foram separados doigliers enquanto na base Bio3 foram encontrados seis grupos
correspondentes as classes da particdo padrao e foi sepanazbjeto commutlier.

Populacdes formadas por 4 e 20 gendtipos foram utilizadaexymerimentos. Essa escolha pode
ser considerada arbitraria; entretanto, o tamanho da agguolke o nimero de geragdes requerido para
convergéncia séo tipicamente relacionados. De um pontésteepratico, pode-se esperar que mais
genaotipos necessitem de menos geracdes para atingir agénei. Para a selecdo deterministica
(n+ ) adotou-sg: = 2 e A = 2 para populagfes com 4 individuog e= 4 e \ = 16 para populac¢des
com 20 individuos. Na populagéo formada por 4 individuosowse pelos valores acima citados
porque estes sao 0s Unicos que garantem equilibrio entrpevadwres evolutivos, outros valores
possiveis de, i.e. A € {1,...,3}, implicariam que um dos dois operadores evolutivoEAE seria
mais aplicado que o outro. Na populagéo de 20 individuouegpécssimplesmente por uma propor¢ao
diferente daquela utilizada na populacdo de tamé&fhp0, no intuito de verificar a robustez do
algoritmo a este parametro. Em termos praticos, a escotheadores de: e \ € arbitraria.
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A populacao inicial é gerada de forma tal que o numero de grigoaleatoriamente escolhido
do conjunto{Q, e Nl/Q}, gue é um critério heuristico usual para escolher valoreitéaeis para
[Pal & Bezdek, 1995]. Essa abordagem favorece a diversisagepulacao inicial, criando particdes
iniciais que representam diferentes numeros de grupos.

Os conjuntos de dados foram normalizado no intervalo [8,Ausca locak{médias) foi progra-
mada para parar quando um dos seguintes critérios € datigieb iteracbes completas - evidéncias
empiricas sugerem que cinco ou menos iteracoesmedias sado suficientes [Anderberg, 1973]; ou
(i) a diferenca maxima absoluta entre centréides em deeascibes consecutivas € menor ou igual a
0.001.

Foram executados 50 experimentos para cada possivel@eesuitante da combinacgéo das se-
guintes configuragdes: 6 algoritmdsAC, EACGH, EACGII, EACIII, EACGIV, EAGYV), 2 funcdes de
adequabilidadeRand Indexe Silhueta Simplificada), 7 conjuntos de dados (9-Gaus4,,Big Bio5,
Yeast)e 2 tamanhos de populag@o= 4 eT" = 20 gendtipos). Em resumo, 8.4000 x 6 x 2 x 7 x 2)
experimentos foram realizados inicialmente para avakdicégncia dos algoritmos propostos. Todos
os experimentos foram realizados em um Pentium IV, 3 GHz GQRil,2 GB RAM, rodando apenas
o sistema operacional e o ambiente do Matlab (usado em tedahalacdes), garantindo que todos
os algoritmos sejam executados na mesma estacao de proeags@ara uma mesma base, até um
dos seguintes critérios serem atingidos: (i) os valores ipata funcao adequabilidade (Tabela 4.1)
ou maiores serem encontrados; ou (ii) 500 geracOes serertummas. Especificamente, quando os
algoritmos alcangcam um dos critérios, seu tempo computat®armazenado. Observou-se que 0
numero de geracdes € em geral correlacionado com o tempoldi@p&R esses experimentos. En-
tretanto, 0 mesmo numero de geracdes, em diferentes exgaas) podem conduzir a diferentes
tempos de CPU, em raz&o da natureza probabilistica da busicsgivea. Conseqientemente, nesses
experimentos o tempo computacional é adotado como crilér@mmparacao.

4.1.3 Resultados e analise experimental

As tabelas 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 relatam o tempo computaciemalsegundos) requerido pelos
algoritmos para alcancar os valores de referénci®aed Indexe Silhueta Simplificada reporta-
das na tabela 4.1. Pode-se observar pelas tabelasi§a€-4 EACII, EACII, EAGIV e EAGV
mostraram melhores resultados quEAC na maioria dos conjuntos de dados. Entretanto, € mais
interessante apresentar a comparacéo de desempenho ers tlermficiéncia total dos algoritmos,
de forma que cada par de algoritm&AC original contra cada um dos algoritmos propostos) possa
ser avaliado considerando todos os cenarios de simulagémsjuCom esse proposito, os resulta-
dos foram avaliados estatisticamente por meio de andlisariincia de dois critérios (ANOVA)
[Johnson & Wichern, 1998]. A adocédo desta andlise favorenelasées mais abrangentes, por con-



4.1 Avaliacao experimental 47

siderar as diferentes bases e tamanhos de populacéo emngnie. Desta forma, pode-se verificar até
onde os resultados entre os diversos algoritmos tém difaesezstatisticas em razdo das modificacdes
propostas (primeiro critério), o quanto destas difereegido relacionadas a escolha dos conjuntos
de dados e do tamanho de populacao (segundo critério). Easqalavras, ao adotar a analise de va-
riancia, busca-se verificar se a variancia encontrada éiférentes tratamentos (algoritmos) é maior
gue a variancia encontrada entre os diferentes blocosuftimsj de dados e populacdo). Uma revi-
sdo geral dos métodos ANOVA pode ser encontrada em [John$§Uici&ern, 1998, Triola, 1999].
Assumiu-se a hipotese de normalidade dos resultados desimgntos com base no teorema cen-
tral do limite [Triola, 1999] e utilizou-se a transformaci@g para aproximar as variancias entre as
amostras.

Tanto paraRand Indexquanto para Silhueta Simplificada, os resultados suportanhgq de-
sempenho significativamente diferente favorecend®A@-Il, o EACIIl e o EAGV com nivel de
significanciac = 5%quando comparados comEAC. O EACH, diferentemente da sua verséo com
adequabilidade parcial linearizadadXC-1l), superou cEAC coma = 5%somente nos experimentos
com RandIndex Sobre oEACV, como outrora observado, a economia de tempo compurtakio
do seu operador de mutacédo modificado {8ontrabalanceada por um namero maior de geragdes
necessarias para convergéncia. E presumido que isso ga@terazio da perda de informacéo
resultante da simplificacéo do operador (veja secéo 3.2.4).

Em resumo, os resultados suportam q&@-11, EAC 11l e EACGV provéem ganhos de eficiéncia
com significancia estatistica quando comparad@s0 Baseado nestes resultados, foi investigado o
desempenho de um algoritmo combinando as caracteristda&@ll, EAC1Il e EAGV em uma sé
variacdo dd&eAC. Tal algoritmo, dFast-EACapresentado na se¢éo 3.4, representa a contribuicdo cen-
tral da presente dissertacdo. Possivelmente, uma condbind#erente entre os algoritmos propostos
possa resultar em um algoritmo mais eficiente quast-EAC No entanto, como uma bateria de
experimentos completa pode despender mais de trinta heq@a®dessamento e os cinco algoritmos
propostos podem ser combinados em mais de quarenta forstiasadi, optou-se por avaliar somente
a combinacéo resultante dos algoritmos que superaaAGCxom diferenca estatistica significativa.

O Fast-EACconstitui entdo um novo algoritmo baseadoEAC, com as seguintes caracteristi-
cas: (i) selecéo guiada de grupos para mutaEa&1); (ii) auto-ajuste das taxas de aplicagcédo dos
operadores de mutacaBACIl); e (iii) selecdo deterministicau + \) (EACV).

Com as mesmas condi¢des dos experimentos anterioresglisadd um conjunto de 1.400 expe-
rimentos adicionais para avaliaFast-EAC(50 experimentos por conjunto de dado§ conjuntos
de dadosx 2 fungbes de adequabilidade2 tamanhos de populacéo). Os resultados principais foram
resumidos nas ultimas linhas das tabelas 4.2 até 4.5.

Novamente, ANOVA foi usado para avaliar o desempenho daigdgo combinado Fast-EAQ,
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Figura 4.1: Conjunto 9-Gauss.

Tabela 4.2: Tempos Computacionagafd Index 4 Gendtipos).

Biol | Bio2 | Bio3 | Bio4 | Bio5 | Yeast| 9-Gauss
EAC 15,3| 236 226,7| 10,3| 15,6 5,9 555,7
EAC-I 74| 89,6| 72,3| 7,5| 7,3 4,6 638,3
EAC-II 13,2| 185,2 43| 10,1| 14,6 45 639,7
EAC-III 10| 167,9| 119| 7,4| 12,8 4.3 193,2
EAC-IV 13,6| 129,5| 167,1 17| 14,4 5,7 451,8
EAC-V 13| 187,7| 46,6 12| 15,5 34 392,9
Fast-EAC 8,6|146,4| 41,4, 6,8 10,7| 29,3 361,3

Tabela 4.3: Tem

pos Computaciond®ahd Index 20 Gendtipos).

Biol | Bio2 | Bio3 | Bio4 | Bio5 | Yeast| 9-Gauss
EAC 28| 275,7| 344,5| 21,2| 24,1| 12,1 482,7
EAC-I 22,71 107,9| 141,5| 19,6| 23,6| 12,3 537,5
EAC-II 249 214,9| 102,5| 19,4| 27,4| 12,5 416,7
EAC-III 25,4| 254,9| 264,3| 20,8| 25,8| 12,4 329
EAC-IV 22| 226|442,5| 20,8| 23,6 12 473,7
EAC-V 22,1| 125,8| 159,9| 20,7| 22,1| 61,7 270,8
Fast-EAC | 23,6| 140,8| 50,1| 21,6| 22,1| 11,2 195,8
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gue se mostrou mais eficiente que todos os seus predecessoresgvel de significancia = 5%
Desta forma, esta nova ferramenta se mostra promissorpimdri@mas de agrupamento de dados.

4.2 Experimento adicional

Adicionalmente aos experimentos apresentados na seciosdrd apresentado nessa se-
cdo uma comparacdo entre FEast-EAC e algumas metodologias bem estabelecidas. Em
[Hruschka et al., 2006], @ AC mostrou-se, por meio de analises experimentais, ser n@adoram
comparacao a uma metodologia de multiplas execuc¢des daotalgalask-médias. Essa se¢éo tem
como obijetivo ilustrar resultado analogo par&ast-EAC Na secéo anterior, tendoFast-EACse
mostrado mais eficiente queEAC com diferencga estatisticamente significativa em todos os co
juntos de dados utilizados em [Hruschka et al., 2006], s@liaado agora outro conjunto de da-
dos sintético oriundo de um gerador de bases especifico garpaanento de dados descrito em
[Handl & Knowles, 2005]. Tal conjunto é formado por 1164 abgecom 10 dimensdes e 20 grupos
desbalanceados com distribuicdo Gaussiana multivariada.

4.2.1 Metodologia

Duas estratégias sédo utilizadas para comparar o desemgenteomos de tempo computacional
doFast-EAC a primeira (busca sequencial) consiste na execuc&endédias utilizando diversas ini-
cializacOes aleatorias dos centroides iniciais para cadeero de grupos dentro de um determinado
intervalo. A segunda (busca por amostragem) consiste maig&e do:-médias sorteando aleatoria-
mente tanto o0 nimero de grupos em um intervalo quanto ogdedriniciais.

A busca sequencial foi utilizada para gerar os padroesl{@ae®s referenciais) de comparacao,
de forma tal que essa busca € executada como primeiro passal@géo, gerando as solucdes que
servirdo de meta para os demais algoritmos. E esperado queza évolutiva mostre-se capaz de

Tabela 4.4: Tempos Computacionais (Silhueta Simplifical&enotipos).
Biol| Bio2 | Bio3 | Bio4 | Bio5 | Yeast| 9-Gauss

EAC 16,17 21,71| 5,42|16,21| 30,37 3,55| 122,31
EAC- 11,84| 24,03| 6,05|10,25| 20,31| 3,73| 491,07
EAC-II 14,42, 9,51| 6,89|11,31| 20,18 3,87| 116,16
EAC-III 14| 20,4| 5,81|10,14| 17,76| 3,79 98,19

EAC-IV | 41,69| 21,57 5,45]| 26,65| 64,82 3,79 97,85
EAC-V 20,69 10,19| 5,71| 16,06| 18,63| 3,33| 107,01
Fast-EAC | 12,64| 8,32| 6,91| 12,97 21,83| 3,12 83,1
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encontrar solucdes de qualidade similar em tempo compmalcigual ou menor do que as buscas
sequencial e por amostragem.

Busca sequencial

A busca sequencial trata-se de uma estratégia bastantesiniado um conjunto de dadis
com N objetos, sera executadq vezes o algoritmo dals-médias para cada nimero de grupos, va-
riando o nimero de grupdsno intervalok € [2,v/N]. Conforme ja mencionado anteriormente, o
limitante superior desse intervalo tem origem heuristra & Bezdek, 1995]. Para cada execucéo
do k-médias sdo sorteados os centroides iniciais da particgs A execucdo da busca sequen-
cial, a melhor particéo é eleita a partir de algum critérimatico de validade de agrupamento (e.g.
Silhueta), doravante denominado “fungéo objetivo”.

Em ultima anélise, a busca seqiiencial € capaz de enconalguguparticdo que possa ser encon-
trada peldk-médias, bastando para isso um numero suficientementeegpanah,. Esse parametro
€ critico para a busca, uma vez que ele garante a diversigadelizacbes para cada numero de
gruposk necessaria para minimizar os efeitos da susceptibilidadendédias a 6timos locais. Dessa
forma, a adogéo de valores parasubestimados podera comprometer a confianga sobre a glealida
do agrupamento, enquanto a ado¢éo de valores sieperestimados podera comprometer a eficiéncia
computacional da estratégia.

Busca por amostragem

A busca por amostragem de grupos, por sua vez, representbuste estocastica no que tange
tanto a selecdo dos centréides iniciais como a selecdo dernlae grupos. Dado um conjunto de
dadosX com NN objetos e um valor referencial de funcao objeti4@ executado @-médias tantas
vezes forem necessarias para se atingir o valor fhétafuncao objetivo, sorteando, com distribuicao
uniforme e com reposigéo, o nimero de gruppsomk € [2,v/N]. O método de inicializagio dos

Tabela 4.5: Tempos Computacionais (Silhueta Simplific&2faGenotipos).
Biol| Bio2 | Bio3 | Bio4 | Bio5 | Yeast| 9-Gauss

EAC 29,05| 60,76| 20,77| 23,14| 32,59| 12,42| 181,19
EAC-| 26,42| 55,43| 21,27| 22,41| 28,11| 12,09 203
EAC-II 30,63| 22,06| 22,08| 24,12| 26,21| 12,83 189,93
EAC-III 29,18, 59,6|21,07| 22,03| 25,13| 11,42 176,66

EAC-IV | 40,54 58,76| 20,54 | 25,22| 62,86| 12,31| 206,06
EAC-V 25,04| 58,71 20,6| 22,29| 26,63| 10,25 136,28
Fast-EAC | 25,23| 22,05| 22,78| 22,72 25,6| 10,35| 163,98
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centroides segue a mesma metodologia da busca sequieneial aguela mesma adotada na geracéo
da populacao inicial d&AC, descrita na secao 3.1.3.

Em razdo do algoritmo dasmédias ser susceptivel a 6timos locais, utiliza-se o isocem
reposicado do numerb de grupos. De fato, considere que um determinado Valerk’ de nimero
de grupos corresponde ao Unico valor para o qual € possitelwina particio com funcéo objetivo
maior ou igual ao valor meta. Se tal valgija foi amostrado no processo de busca e a particao obtida
pelo k-médias a partir dos’ protétipos iniciais sorteados resultarem em uma partigfio fincao
objetivo inferior a meta, somente sera possivel atingir &arse o sorteio do numefode grupos for
com reposicao.

Comok possui distribuicéo tedrica de probabilidade uniforme&feome o aumento do nimero
de amostragens mais a distribuicdo pratica de probabdidadassemelha a uma distribuicdo uni-
forme. Consequentemente, para instancias do problema sjpagede busca complexo, nos quais
€ necessario um numero “elevado” de amostragens dos pagdtiiciais para que se atinja o valor
meta da func&o objetivo, os resultados da busca por amestrago se aproximar dos resultados da
busca sequiencial, uma vez que a distribuicdo do nUme® grupos na busca por amostragem ira
se assemelhar a distribuicdo deterministica do numei® grupos da busca sequencial. Tal propri-
edade confere uma relacao bidirecional de que qualqueciarncontrada pela busca sequencial
pode ser encontrada na busca por amostragem, dependehdivexaente do ajuste de parametros
de nimero de execucdes para a busca por amostragem (retiz@mvalor meta da fungéo objetivo)

e do numero de particdes por grupppara a busca sequencial.

indice de Jaccard como opc¢éo a®and I ndex

Diferente da avaliacdo experimental realizada na secédgeérd adotado aqui o indice de Jaccard
[Jain & Dubes, 1988] para avaliar a qualidade das particégsrslo o contexto de classificacdo. A
opcéao por avaliar as particdes utilizando o indice de Jd@ainvés d&Rand Indexdeve-se a tendén-
cia desse ultimo, em alguns cenarios particulares, deegsesvalores altos em razdo da quantidade
de grupos e classes nas particdes. Especificamente, partigdh nimeros superestimados de grupos
tendem a apresentar valores pRemd Indexelevados, especialmente quando o nimero de classes na
particdo de referéncia € elevado. Essa tendéncia devetseram! da equacao (3.4), que pode domi-
nar os demais termos no calculo envolvendo nimeros elededgisipos e classes. Esse ndo é o caso
das bases de dados utilizadas na secédo 4.1, mas € o caso délizaska no presente experimento
adicional.

A fim de ilustrar a influéncia do termbsobre o calculo d&and Indexconsidere um conjunto de
N objetos, para o qual se obtém uma particao comrupos unitariosgingleton3. Se esta particdo
for avaliada peldRand Indexindependente da particdo de referéncia (padrao), os $ermo serao
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nulos e todos os pares de objetos seréo classificados ertgermsh e d. Caso a particdo padréo
possua apenas duas classes de igual quantidade de o%ﬁteatﬁo cada objeto se combina c@fm
objetos em pares classificados émcom% — 1 objetos em pares classificados coimdumentando
a quantidade de classes balanceadas na particdo paddnaide aumenta-se a concentracad de
sobreb, de forma queé) = ;% — 1.

Como exemplo, caso um conjunto de dados de 1998 objetosrignt distribuidos em 18 classes
na particdo padrdo seja comparado com uma particdo cont®d@osubconjuntos unitariosiigle-
tong, obtém-se unRand IndeX? = 0.94. Em resumo, conforme 0 aumento do numero de grupos da
particdo padrdo, maior a tolerancialdand Indexa classificacdes incorretas, visto que o numero de
pares de objetos classificados codtendera a crescer em relacdo aos demais termos da equacao.

Em alternativa a utilizacdo deand Indexcomo critério externo de avaliacéo de particdes pode-se

adotar o indice de Jaccard, definido como [Jain & Dubes, 1988]

a

= 4.1
a+b+c (4.1)

Esse indice possui as mesmas propriedades de avaliag&anddndexsem a tendéncia de apre-
sentar valores maiores em funcdo do numero de classes da@paradrdo ou grupos na particdo a
ser avaliada. Particularmente, para avaliacao das pestad conjunto de dados de 20 Gaussianas, a
utilizacdo do indice de Jaccard sera mais adequado. Nosragmos anteriores (secdo 4.1), como as
particbes padrdo possuem numero bastante inferior deeslt&m®-se que a utilizacdo Band Index
nao implica em uma avaliacdo inadequada.

4.2.2 Experimentos e analise de resultados

Com o proposito de avaliar o algoritmo evolutivo em conteapio as duas metodologias descritas
na secao 4.2.1, foram executados 50 experimentos com aderggancial. Ao final das execucoes,
avaliaram-se todas as particOes geradas para cada um @osrexos e selecionou-se a melhor par-
ticao, utilizando a Silhueta Simplificada como funcdo abgetTomou-se, entdo, o valor de Silhueta
dessa particdo como sendo o valor meta para os demais mgsiftast-EACe busca por amostra-
gem). Como parametro para a busca sequencial, utilizey-se 10 e k € [2, VN, executando o
k-médias até um limiar minimo de)—3 para a diferenca maxima entre a matriz de centréides em
duas iteracdes consecutivas ou até um maximo de 100 itetacde

Na Tabela 4.6 sdo apresentadas médias e desvios padraemppmdomputacional (em segun-
dos), indice de Jaccard, numero de grupos e Silhueta Sicaplii Conforme explicado na secéo
4.2.1 - “Busca sequencial”, o parametrpé critico. No entanto, ao observar a variancia tanto para
valores de funcdo objetivo quanto para nimero de grupo®-pedoncluir que tal parametro ndo
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foi superestimado, uma vez que 0s experimentos ndo coramergara particoes equivalentes. Além
disso, tem-se que a busca sequencial é utilizada para lestbe valor meta da funcao objetivo,
evitando problemas com a determinagéo do valor minimo pague permita a essa busca atingir
algum limiar pré-estabelecido da func&o objetivo.

Tabela 4.6: Resultados da busca sequencial: mgjlia desvio padraos() dos tempos computacio-
nais.

k grupos | Jaccard | Silhueta | Tempo (S)
1 19,78 0,81 0,60| 2.277,63
o 3,20 0,08 0,01 101,24

A Tabela 4.7 apresenta um sumario de tempo de processaragngggundos, para as trés estra-
tégias, isto é, busca sequencial, busca por amostragest-&AC

Tabela 4.7: Sumario de tempo de processamento (segundadip (n) e desvio padraas).
Sequencial| Amostragem | Fast-EAC

2.277,6 5.701,1 620,9
o 101,2 7.567,4 544,3

=

Uma vez assumida a hipotese de normalidade dos resultad@xperimentos com base no teo-
rema central do limite [Triola, 1999], pode-se aplicar ag¢de Student [Triola, 1999] para verificar
a hipotese de igualdade entre as médias de duas populacdesuttados dos algoritmos. Com
a = 5% e possivel concluir que o algoritmo evolutikFast-EACé mais rapido, com significancia
estatistica, que ambas as buscas sequencial e por amostEgeermos de eficacia dos algoritmos
€ importante mencionar que particdes de qualidade sugmitariam ser encontradas caso o critério
de convergéncia pelo valor meta de funcdo de adequabilinialdéosse utilizado. Nesse contexto,
realizaram-se 5 experimentos adicionais, a titulo derdgéb, utilizando como critério de parada 100
geracdes concluidas para o algoritmo evolutivo. Tais éxyertos resultaram em particées com Si-
lhueta Simplificada média= 0, 628, com indice de Jaccard de= 0, 862 e 18,6 grupos em média.
A melhor particdo encontrada & 0, 634) possui indice de Jaccartl= 0.884 com 19 grupos, tais
grupos correspondem a 18 das 20 classes conhexiglasri separadas corretamente e duas classes
agrupadas em um mesmao grupo.
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4.3 Resumo

Os algoritmos propostos na sec¢do 3.2 foram avaliados nerieesapitulo em sete conjuntos
de dados, usando duas fungdes de adequabilidade. Andis¢istecas de variancia (ANOVA) fo-
ram realizadas possibilitando concluir que trés variac@eSAC mostraram-se mais eficientes que
o EAC original, com relevancia estatistica. Tais variacbesnoirecorporadas a&BAC, gerando um
algoritmo evolutivo mais eficiente para agrupamento de sladoamado Algoritmo Evolutivo Ra-
pido para Agrupamento de Dadds-EAC). Este algoritmo se mostra uma ferramenta promissora
para problemas de agrupamento de dados. Foi descrita tanmmhémova metodologia de avaliagéo
de algoritmos evolutivos para agrupamento de dados de fquea influéncia da funcédo de ade-
guabilidade é reduzida no processo de avaliacdo, assigiatiendo a andlise especificamente nos
operadores evolutivos. Foi apresentado um exemplo de caggmaentre ¢--EAC e estratégias de
busca baseadas em multiplas execucdes-gwedias, em que &ast-EACmMostrou-se mais rapido
com diferencga estatisticamente significativa.



Capitulo 5

Conclusodes

Neste trabalho foi proposto um Algoritmo Evolutivo Rapidarg Agrupamento de DadoBast-
EAQ). Tal algoritmo caracteriza-se por determinar automaterae a estrutura e o numerale gru-
pos que melhor representam um conjunto de dados segundu afgério de validade de agrupa-
mento para medir qualidade de particdes. Ao utilizar o #igardask-médias como procedimento
de busca local, #ast-EACtende a buscar estruturas com distribuicdo geométricazidapela meé-
trica daquele algoritmo; mais especificamente por grugmsrésféricos quando a métrica Euclidiana
€ adotada.

Em termos de aplicabilidade,kast-EACE, por construcéo, apropriado para aplicacdes em que
se possa fazer uso do algoritmo damédias para o agrupamento, uma vez que o mesmo busca por
particbes da mesma natureza que-médias pode encontrar, independente dos centroideaisi
do numerad: de grupos. Ainda em termos de aplicabilidade, em principiast-EACé restrito a apli-
cacdes onde a medida de distancia Euclidiana mostra-saafeqima vez que a mesma € utilizada
para mensurar a dissimilaridade entre os objetos na furggadetjuabilidade e o algoritmo de busca
local. No entanto, #ast-EACpode ser equipado com outra medida de dissimilaridade e méca-
nismo de busca local, com op¢des que sejam mais adequadgeahlema especifico. Investigacdes
nesse contexto fazem parte das perspectivas de trabatbossfda presente dissertagao.

O Fast-EACmostrou-se mais rapido, em sete conjuntos de dados e coificéigoia estatistica,
do que o seu predeces$pAC[Hruschka et al., 2004c], que foi mostrado em [Hruschka.e28D6]
ser significativamente mais rapido que multiplas execug6ésmédias em experimentos envolvendo
6 das 7 bases de dados utilizadas na Secéo 4.1. Mostrou4séntamais rapido que a técnica de
multiplas execucbes do-médias em um conjunto de dados adicional.

Em resumo, as principais contribuicbes do presente tralsdh: (i) a criacdo de um novo algo-
ritmo evolutivo para agrupamento de dados;ast-EAGC (ii) a proposicdo da metodologia de ava-
liacdo de algoritmos evolutivos para agrupamento utitivacritérios externos de avaliacdo, com o

55



56 Conclusodes

objetivo de minimizar a influéncia da escolha da funcéo olgebbre o desempenho dos algoritmos,
buscando assim concentrar a analise nos operadores ees]\(iii) a proposicdo d&®and Indexpar-
cial, um novo indice externo de avaliacdo basead®ad IndeRand, 1971] com capacidade de
avaliacao individual por grupof@nd Indexparcial), e sua relacdo conRand Inderiginal de uma
particdo completa. Um aspecto importante sobRaad Indexparcial é que ele possibilita analises
mais sofisticadas sobre as particoes de dados avaliadas @nsequéncia, sobre o algoritmo ge-
rador). Ao gerar indices por grupos, pode-se avaliar, pem@¥o, se uma particdo possui grupos de
gualidade similar ou se alguns dos grupos se destacam par tpralidade acima ou abaixo da mé-
dia. Outras andlises envolvendo numero de grupos, nimerbjei®s por grupo e indice por grupos
podem ser realizadas, abrindo meios para analises poeiésrperspectivas e que podem ser mais
informativas no quesito eficacia do algoritmo em termos dssificacao.

As principais contribui¢cées dessa dissertacao foram qaubdis em [Alves et al., 2006]. Cumpre,
ainda, ressaltar que, além das contribuicdes apresemntadtes documento, outros trabalhos vincu-
lados a pesquisa desenvolvida foram publicados em [Alvals,&007,?]. Nestes, sdo propostas e
avaliadas extensdes &AC para tratar com grupos de dados sobrepos$tzzy clustens

Trabalhos futuros vislumbrados a partir deste incluema @xtensao déast-EACpara a otimi-
zacao de particbes de dados com sobreposicédo de grupojqeboro tratamento de problemas em
gue a fronteira dos grupos néo é bem delindadd-EAC fuzzy(ii) a avaliacdo empirica de diferentes
valores de. e \ da sele¢do deterministica, com o intuito de verificar maislld@damente a influéncia
de tais parametros sobre o desempenho geral do algoritimo; €studo de um mecanismo de mu-
tacdo dinamica para ajustar o escopo da mutacao (nUmeraogiesgrassiveis de mutacao) de forma
proporcional ao estagio evolutivo da populacao; (iv) aiagdb do desempenho dast-EACcom
diferentes medidas de distancia (e.g. Hiperelipsoidaespfativas), funcdes objetivo e mecanismos
de busca local; (v) aplicacdes em problemas reais, como@mesgacdo de imagens e mineragao de
textos.
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Apéndice A

Propriedades doRand | ndex para grupos
iIndividuals

Nesse apéndice serd demonstrado gieaied Indexde uma particdo pode ser escrito como uma
funcdo doRand Indexesdividuais de cada grupo.

O Rand Index &€ um critério numeérico absoluto (externo) de validade detigiss
[Jain & Dubes, 1988]. Para formaliza-lo considere-se unjuin de dadoX formado porV obje-
tos,X = {Xy,...,Xy}, para o qual se conheeepriori o conjunto dek classed) = {uy,...,u;}
que descrevem a estrutura do conjuKtosendo que u;U,...,Uu} = X eu;, Nu; = @ para
Vi,j € {1,...,k} et # j. Pode-se avaliar uma particdo formada porgrupos disjuntos
V = {vy,...,v;’} em relacdo a particdo de referéntiapor meio doRand Index A particdo
de referéncialJ, pode ser vista como uma particdo ideal a ser obtida por neeind método de
agrupamento de dados. Assume-se que este obteve a p#itiD@seja-se, portanto, medir a compa-
tibilidade (aderéncia) entre estas particdes. FormalkeneRand IndefRand, 1971] pode ser escrito
como:

a+d

QU V)= ——
(U.V) a+b+c+d

(A1)
onde:

* a: Metade do numero de pares ordenados de objetos perteneenteesmo grupo evi e a
mesma classe eh;

* b: Metade do numero de pares ordenados de objetos perteneegitepos distintos e e a
mesma classe et

» ¢: Metade do numero de pares ordenados de objetos pertem@enteesmo grupo em e a
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64 Propriedades doRand I ndex para grupos individuais

classes distintas eh;

* d: Metade do numero de pares ordenados de objetos perteneegtepos distintos ev e a
classes distintas efw.

Os termos: e d da equacédo (A.1) correspondem as quantidades de paresedesodjrupados
corretamente na particdbsob a otica de classificacao (particdo de refer@dgi@nquanto os termos
b e c representam a quantidade de pares de objetos agrupadusaenentel) € uma funcdo monoté-
nica em relagéo a compatibilidade dos conjurdasV de tal forma qué? € [0, 1]. Particularmente
guandob = ¢ = 0, entaof) = 1 e portanto, as particoese V sédo idénticas. Quando= d = 0, en-
tdo() = 0 e portantoJ eV sdo completamente incompativeis (n&o apresentam nentudarénaia)
segundo drand Index

Normalmente, d&kand Indexé calculado sobré@ paresndo ordenadosle objetos, resultantes
de uma combinacdo simples ddsobjetos do conjunto em pares. No entanto, nesta demonstraca
considera-se que os pares sao formados pela combinacatode®objetos em um arranjo simples,
resultando emiV2 — N paresordenadosde objetos. Em decorréncia desta imposicéo, os pares de
objetos séo contados em metade da sua quantidade afim de enemepatibilidade com a defini¢cao
original doRand Index A opcéo por calcular ®and Indexsobre osN? — N pares ordenados de
objetos é motivada pela simplificacédo dos célculos contiéssa demonstracao.

O Rand Indexpode ser escrito em fungéo das contribuicdes parciais degrago para o indice
geral da particdo. Para tal, define-seand Indexpara um determinado grupg € V como:

Clz—l—dz

(U, V) = (A2)
onde:
* a;: Metade do numero de pares de objetos pertencentes ao\gregomesma classe dih

* b;: Metade do nimero de pares de objetos que pertencem a grigpiosodv; e v;, (V5 €
{1,...,K'},i# j,v; € V),e amesma classe duh

* ¢;: Metade do numero de pares de objetos que pertencem ao\graoclasses distintas em
U;

* d;: Metade do niumero de pares de objetos que pertencem a grigpiosodv; e v;,(Vj €
{1,...,K'},i# j,v; € V), e aclasses distintas dth

Serd demonstrado a seguir quRand Indexotal de uma particdo € a média ponderadaRimsd
Indexesde cada um dos grupes, i € {1,...,k'}. Ou seja:
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Proposicaol:
S QU V)w

Q(U7V> = Ziil n )

onde p
a; + a;
z( ) ) ai‘l'bi‘l'cz‘"’di,wz (az+ i + ¢ + z)

Para simplificar a demonstracéo, sera adotada a seguiaigfoot
» C(x;) representa o rétulo da classe &hao qual pertence o objeig do conjuntoX;
* (G(X;) representa o rétulo do grupo evnao qual pertence o objeig do conjuntaX;

» O conjuntoX € ordenado de tal forma que os objetos pertencentes a um gy H30 apre-
sentados da posicgdg da lista ordenada até a posicAp. Assume-se que; = 1, assim
pi = (Ni—l + ].), parai > 1 eN; = (pz + |Vz| — ]_)

Inicialmente serd demonstrado que as somatorias dos tefnhgs; ed; parai = { 1,...,k’} sdo
k‘/ /

k
equivalentes aos termasb, ¢, d da particao total respectivamente. Ou seja Z Ay b= Z b,
m=1

m=1
k' k'
c= Zcmed: de.
m=1 m=1
Para demonstrar que= > _, a,,, considere-se que o termala equacéo (A.1) pode ser definido
como:

N N
a:ZZf1<Xi7Xj) (A.3)
=
1 N = A N = A
i) = { 2w SO - B A ) = ) ()
0, caso contrario.
O termoa; da equacéo (A.2), por sua vez, pode ser definido como:
N; N;
a; = Z Z f1(X5,%) (A.5)

J=Dpi l:pi'v
I#]
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E possivel reescrever o termalefinido na equacéo (A.3) em funcéo dos grupos da paMicao

N1 N N1 Na Ny Ny
a= > > [x)+ 2 >0 Al x 2 2 Al
11=P1 J1=P1, 11=p1 j2=p2 i1 pl]k’ =Py’
J17511
N2 N2 No Ny
SN Al Y Y Al et Y Y bt (ag
12=p2 J1=P1 12=p2 jo=p2, 12=D2 Jp' =Dy
Jrﬁflz
Ny N,/ Ny Ny
+ 2 Z flK X))+ 30 Z Filig o Xp) +oot 30 D0 fil%iy,Xg,,)
It =Pkt J1=P1 iyt =Pps J2=P2 Igt =Dyt Jp! =Pyt
Tt Flgr

Na equacéo (A.6), note que os indices adotados foram paddwns de tal forma que o primeiro
objeto do par ordenado na funcfcé indexado poi, e o segundo objeto do par ordenado é indexado
por j,, sendo nesse casoe y referentes aos grupes e v, aos quais pertencem tais objetos. Tal
padronizacao foi utilizada unicamente com o intuito delifacio entendimento das expressoes e
equacoes aqui apresentadas.

Ainda na equacéo (A.6), os somatorios que denotam o caleulgdra objetos que pertencem a
diferentes grupos serdo necessariamente nulos em razgoaiggie (A.4). Ignorando 0s somatorios
nulos, o terma: pode ser escrito como:

N Ny Ny Ny

Z Z fl 11 ]1 + Z Z fl 127 ++ Z Z fl(Xikl7Xjk/> (A7)

11=p1 j1=r1, 12=p2 jo=p2, Lyt =Py Jp! =Pt s

Ji1#i JoFEi2 Tt Fgt
Pode-se na equagdo (A.7) substituir os somatériosXpm,, >V fi(X;,.,X;,.) POr a,, le-

Jm#im

vando a:

a:al—l—ag—k...—kak/:Zam (A8)

C.QD

De maneira analoga, é possivel demonstrzatrbqi.zteszé:1 b,,. Para tal, considere-se qu@ode
ser definido a partir da equacao (A.1) como:

b= ZfQ(Xiaxj) (A.9)

13

J

fa(Xi, X;) = { 2 S€ bu) 7 , ,(Xj> () () (A.10)
0, caso contrario.

™=

-
Il

1
7
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O termob; da equacéo (A.2), por sua vez, pode ser definido como:

N; k' Ng
Z Z Z f2(X5,%)) (A.11)

E possivel reescrever o terrhalefinido na equacéo (A.9) em funcéo dos grupos da paMicao

N1 M N1 N2 Ny Ny
b= > LX)+ >0 > flx,x 2 D X,
11=p1 j1=P1, 11=p1 j2=p2 11=P1 Jp/ =P/
J1#i
No N N2 No No Ny
+ 30 > Bl X))+ D0 Y falXiy, X A2 2 X )E ot (A1)
12=p2 J1=Pp1 i2=p2 j2=p2, 12=P2 J/ =P/
Jz?flz
N, N,/ Ny Ny
+ > Z fo (X %5) + > Z X Xp) +o+ 3 > Xy X,)
I/ =Dkt J1=P1 L1 =Pyt J2=D2 Lgt =Pyt Jp! =Pyt s
Tt Zlgr

Na equacédo (A.12), os somatérios que denotam o calculopdea objetos que pertencem aos
mesmos grupos serado necessariamente nulos em razao dace(d®). Ilgnorando os somatoérios

nulos, o termd pode ser escrito como:

Ny Ny

N1
b= Z Z f2 117 . Z Z f2 119 ch’
i1=p1 J2 =p2 11 =Pp1 Jr =Py
Na N Na Ny
+ Z Z f2 129 ]1 + Z Z f2 127 . Z Z f2 129 ch’ S
i2=p2 j1 p1 ig=p2 j3—p3 12=P2 jir =P/
Nk’ Nk’ Nk’ Nk’—l

+ Z Z f2 gt ) Jl + Z Z f2 gt ) J2 +..t Z Z f2(xik”xjk’71>

1/ =Pgs J1=P1 L/ =Dys J2=DP2 U/ =Pt Ji! —1=Pr/—1
(A.13)

Nm No
Pode-se na equacdo (A.13) substituir os somatérios cOm > fo(X;,.,X;,) + ... +
tm=Pm Jo=Po
m+1

T SR S R TR D S S ORI I i ol AR

Im=Pm Jm—1=Pm—1 Im=Pm Jm+1=Pm+1 mepququ

onde:
o=min{l,....om—1m+1,... K}

g=mazx{l,....m—1m+1,... k'}
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porb,, levando a:
b=bi+by+...4+bpy=> by (A.14)
C.Q.D

Demonstragoes analogas aquelas reallzadaszpa@m 1 am €b = Zf;;:l b,, podem ser obtidas
parac=>, _,cned= S —1 dm, definidos na equacao (A.1).

Em patrticular, para a demonstracaa-de Zm 1 Cm, CONSidere-se que o termaa equacao (A.1)
pode ser definido como:

N N
c= ZZf?)(Xz‘an) (A.15)
=1 ;:t
1 N — . ‘ .
fax,) = { } seG(x) = Glx;) A Clxi) # (%) A16)
0, caso contrario.
O termoc; da equacéo (A.2), por sua vez, pode ser definido como:
N; N;
=22 faxx) (A.17)
J=Di l;fj

E possivel reescrever o termalefinido na equacao (A.15) em funcdo dos grupos da panicéo

Ny N1 N1 No N1 Nk'
c= Z Z f3<Xi17 ]1 + Z Z f3 117 .+ Z Z f3 119 ch’
i1=p1 j1=p1, i1=p1 jo=p2 11=P1 Jpr =Py
Jl#ll
No No No Nk’
+ Z Z J3(Xiy, Xj,) + Z Z f3(Xiy, X . Z Z f3(Xig, X, ) + .o+ (A.18)
i2=p2 j1=p1 12=p2 jo=p2, 12=p2 J/ =Py’
Jz#lz
Ny Ny Ny Ny
+ Z Z f3 ’Lkm j1 + Z Z f3 ka ]2 + Z Z f3(xik/7xjk/)
i =Py J1=P1 it =Pyt J2=P2 Ut =Pt Jp =Pps >
Tt gy

Na equacédo (A.18), os somatoérios que denotam o célculo mra objetos que pertencem a
diferentes grupos serdo necessariamente nulos em razgaaltgie (A.16). Ignorando os somatorios
nulos, o terma pode ser escrito como:

Ny N1 No No Nk’ Nk’
c= 2 2 falaXp)+ D> DL folkeX) ek D > folxi X)) (AL9)
11=Pp1 j1=P1, 12=Pp2 j2=p2, Ugt =Pt Jpt =Pt

JiFi J2Fi2 I Fig
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Pode-se na equacéo (A.19) substituir os somatorios ¥gm, S f3(x;..,X;,.) POr
i

levando a:
c=a+et.tow=) tn (A.20)

C.Q.D

De maneira analoga, € possivel demonstraratq*.:tez’:,;:1 d,,. Para tal, considere-se qudgode
ser definido a partir da equacao (A.1) como:

d= ZZf4(Xian) (A.21)
=
Fal%i %) = 5 5eG(x;) # G(x;) A C(x;) # O (%) (A.22)
R 0, caso contrario. '

O termod; da equacéo (A.2), por sua vez, pode ser definido como:

AL

N;
d; = Z Z Z f4(Xj,Xl) (A23)

J=pi a=1, I=pq
q#i

E possivel reescrever o termalefinido na equacéo (A.21) em funcéo dos grupos da panicio

Ny Ny Ny Nk’
d= Z Z f4 i1 ]1 + Z Z f4 z17 . Z Z f4 119 ch’
11=p1 j1=P1, 11=p1 j2=p2 11=D1 Jp/ =Dyt
J#i
N2 N; N2 N» Na Ny
+ Z Z f4(xi27 j1 + Z Z f4 igy X -+ Z Z f4 12 jk/ oot (A24)
i2=p2 j1=P1 12=Pp2 j2=Pp2, 12=p2 Jj/ =Pp/
J27522
Ny Ny Ny Ny
-+ Z Z f4 NE) j1 + Z Z f4 R ]2 +...+ Z Z f4(xik”xjk’>
Lt =Pps J1=P1 Lt =Py J2=P2 gt =Pt gt =Pt
Tt Flg

Na equacéao (A.24), os somatoérios que denotam o calculbpiea objetos que pertencem aos
mMesmos grupos serdo necessariamente nulos em razao dae(a?). Ilgnorando 0os somatorios
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nulos, o termal pode ser escrito como:

Ny Ny

l 2
d= > > falXp)+.+ 320 3 falXiX,)
11=p1 j2=p2 11 =P1 Jp/ =Py/
N2> M No N2 Ny
+ 20 >0 falXe, X)) + X §:(ﬁ i Xjs) F ot D D0 falXey X)) o+
i2=p2 j1 Pl i2=p2 j3= PS i2=p2 ]k’ =Py’
Ny Ny Ny Ny
+ Z Z f4 gt ) Jl + Z Z f4 g0 J2 et Z Z f4(xik’7xjk’71)
11 =Py J1=D1 11/ =Py J2=P2 Ut =Pgt Jp! —1=Pr!—1

(A.25)

N, No
Pode-se na equacdo (A.25) substituir os somatérios cOm > fu(X;..X;,) + ... +

im=Pm Jo=Po

Nm—1 N1 N
+ Z Z f4( Tm ) Jm 1 + Z Z f4( im ) ]m+1 -+ Z Z f4 Tm ) Jq
tm=Pm Jm—1=Pm—1 Im=Pm Jm+1=Pm+1 im=Pm Jq=Dq
onde:
o=min{l,....m—1m+1,... k'}
e

gq=max{l,....m—1m+1,... Kk}

pord,, levando a:
,i'/

m=1

C.Q.D

A partir da demonstragdo de que= Y% _ a,, b =% _ b, c=3F_c,ed=YF_,d, e
da definicdo dé) na equacéao (A.1) temos que:

K/ k! k!
Zam—i—de Z (am + d)

QU,V) = = —

Zam—i—Zb +Zcm+2d > (am + by + i + di)

m=1

Lembrando que nRroposicaolfoi definido quew; = (a; + b; + ¢; + d;), pode-se descrever o
Rand Indexcomo:

k/

Z (am + dm)

k/
Zm 1 w’l

Reescrevendo Band Indexpara um grupo em funcao de temos:

QU,V) =



71

(U, V) = (a; + di)w; !

Sendo; + d; = ,(U, V)w;, pode-se definir ®and Indexem funcdo dos indices parciais como:

S (U, V)wy,

Q(U,V) = S

(A.27)

C.Q.D



